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Capitulo 1

Introduccion

1.1 El marco general

En esta tesis se presentan diversos resultados relativos a cuestiones geométri-
cas relacionadas con la Visibilidad, disciplina que se incluye en el &mbito méas
general de la Geometria Computacional, de la que sin duda puede afirmarse
que la Visibilidad es una de sus dreas tematicas centrales.

De forma sin duda restrictiva, puede decirse que la Geometria Compu-
tacional se dedica al disenio y andlisis de algoritmos geométricos eficientes.
La fecha de nacimiento de esta disciplina suele fijarse, no sin cierta contro-
versia [127], en 1978, con la aparicién de los trabajos de Shamos [114, 115]
y, muy particularmente, de su tesis doctoral. Desde entonces, los trabajos
publicados han sido muchos, y los esfuerzos de la comunidad cientifica que
trabaja en estos temas se han visto reflejados en gran cantidad de seminarios,
congresos o incluso cursos universitarios, asi como libros y revistas.

El primer texto de referencia obligada es el de Preparata y Shamos [106],
considerado como el primer “libro de texto” de la disciplina. Desde su publi-
cacion, las aportaciones han sido muchas. Libros mds avanzados son, quizas,
el de Edelsbrunner [44] y los editados por Pach [103] y por Toussaint [126],
mientras que son muy interesantes varios de los surveys publicados més re-
cientemente, entre los cuales destaca, por ejemplo, el de Mitchell [93]. En
los tltimos tiempos, como consecuencia de la consolidacién de la Geome-
tria Computacional y de su introduccién en los estudios universitarios, han
aparecido libros de texto que pueden considerarse de cardcter introductorio,
como el de O’Rourke [101], el de Boissonnat et al. [21] o el de De Berg et al.
[40]. Hacer referencia aqui a los articulos publicados en revistas y congresos
es imposible. Resaltaremos, sin embargo, la existencia de tres revistas es-
pecificas del 4rea, asi como de congresos internacionales consolidados, tanto
a nivel mundial (ACM Symposium on Computational Geometry) como, por
lo que nos atane més de cerca, europeo (European Workshop on Compu-
tational Geometry) y espanol (Encuentros de Geometria Computacional).



Esto da una muestra de la vitalidad de la disciplina, de su potencia y, sobre
todo, de su actualidad. Sin embargo, todos los autores coinciden en subrayar
la antigiiedad de ciertos planteamientos basicos de la moderna Geometria
Computacional, o al menos su estrecha relaciéon con problemas y métodos
planteados en momentos histéricos mas o menos lejanos.

En cierto sentido, la geometria de Euclides puede considerarse como un
antecedente histérico de la Geometria Algoritmica actual, por cuanto Eu-
clides construia sus objetos geométricos mediante el uso de un conjunto
de herramientas (la regla y el compdas) con las que podia realizar ciertas
operaciones bdsicas o primitivas. Con posterioridad a Kuclides, muchos ma-
tematicos han estudiado las posibilidades constructivas de diversos conjuntos
de herramientas (regla, segmento, compds loco, compés de apertura fija,...)
[108], al tiempo que otros se han preocupado, incluso, de cémo reducir el
nidmero de pasos en las construcciones con regla y compés [83], siendo asi
precursores del interés actual de la Geometria Computacional por el disefio
de algoritmos geométricos y el andlisis de su complejidad.

La Geometria Computacional de nuestros dias, sin embargo, no puede
considerarse sélo hija de aquella geometria constructiva de la regla y el
compds. La fuerza con que ha surgido y hoy sigue avanzando tiene que ver
no sélo con su relacién con la Geometria y la Matemdtica en general, sino,
muy especialmente, con su vinculacién con las Ciencias de la Computacion,
tanto en lo que se refiere a sus métodos como a sus contenidos, esto es, a los
problemas objeto de estudio.

Desde el punto de vista de los contenidos, no es posible explicar el impa-
rable desarrollo de la Geometria Computacional si no es por su aplicabilidad
en campos tan actuales y diversos como la Localizacién de Servicios (facility
location) [82, 109], la Informética Gréfica [41], la Caracterizacién y el Re-
conocimiento Automatico de Formas (pattern recognition) [124], la Visién
Artificial [92] o la Robdética [20]. Las referencias citadas no son més que
ejemplos representativos de los buenos resultados que se derivan de la apli-
cacion de técnicas y resultados de la Geometria Computacional a los temas
mencionados.

No se piense, sin embargo, que problemas tan “modernos” como el de
la eliminacién de lineas ocultas en la visualizacién realista por ordenador
no han compartido con problemas tan “antiguos” como el del viajante de
comercio o el de la programacién lineal el mérito de acabar produciendo
esta rama tan bonita del conocimiento que es la Geometria Computacional.
Probablemente, una de las caracteristicas mds atractivas de la Geometria
Computacional sea, precisamente, la complementariedad que en ella se da
entre los aspectos mdas puramente algoritmicos o combinatorios y los méas
geométricos o incluso métricos.

Desde el punto de vista de los métodos, la interaccion de las dos cien-
cias de las que la Geometria Computacional es hija, las Matematicas y las
Ciencias de la Computacién, es todavia més innegable. La Geometria Com-

10



putacional combina habilmente el uso de paradigmas algoritmicos ya clésicos
(como referencias en este tema, pueden consultarse los conocidos libros de
Aho, Hopcroft y Ullman [5, 6], de Cormen, Leirseson y Rivest [34], de Knuth
[78] y de Melhorn [91]) con el andlisis profundo de la estructura geométrica
de los problemas. La métrica y la combinatoria de los problemas geométricos
permite, mediante el uso de la técnica algoritmica y de la estructura de datos
adecuadas, reducir la complejidad de la solucién de forma a veces sorpren-
dente. Piénsese, si no, en la elegancia de la solucién de Megiddo [88, 89]
y Dyer [42, 43] al problema de hallar el menor circulo contenedor de un
conjunto de puntos, problema para el cual la solucién por “fuerza bruta”
tiene complejidad O(n*). Megiddo y Dyer lograron una solucién de com-
plejidad O(n) gracias a la aplicacién de un interesante esquema algoritmico
que explota inteligentemente las propiedades métricas del problema.

De hecho, puede decirse que la Geometria Computacional, ademas de
utilizar paradigmas tan conocidos como el de “dividir para vencer” o la
programacién dindmica, ha acabado creando sus propios paradigmas, el
més notable de los cuales es el barrido (line sweep, topological sweep,...)
[12, 97, 45, 15]. Las cosas no son muy distintas en lo que atane a las estruc-
turas de datos utilizadas en Geometria Computacional (puede consultarse,
al respecto, el interesante estudio de M. van Kreveld [128]): los drboles equi-
librados de bisqueda binaria han acabado especializdndose y dando lugar
a estructuras especialmente idéneas para manejar datos geométricos, como
los segment trees [11] o las doubly connected edge lists (DCEL) [96].

Hemos empezado diciendo que una definicién posible, aunque probable-
mente insuficiente, de la Geometria Computacional la. contempla como la,
disciplina que se dedica al diseno y el andlisis de algoritmos geométricos
eficientes. No es posible, pues, acabar esta breve y, sin duda, parcial pre-
sentacién de la Geometria Computacional sin hacer referencia, aunque sea
brevemente, al andlisis de la eficiencia de los algoritmos geométricos. El
estudio de la eficiencia de los algoritmos requiere recurrir a un modelo de
computacion, en el cual se analizan y comparan los distintos algoritmos. La
eleccién del modelo de computacion siempre es un compromiso de equilibrio
entre la representacion realista de los procesos que se producen al ejecutar
un programa y la capacidad matemaética para tratar dicha representacion.
En el caso de la Geometria, los elementos bdsicos a tratar, que son los pun-
tos, se representan por tuplas de niimeros reales. Es cominmente aceptado
entre los gedmetras computacionales que el modelo computacional apropia-
do para tratar con tales entidades, a la vista del tipo de operaciones que
suelen tenerse que llevar a cabo, consiste en considerar que cada nimero
real se almacena en una posicién de memoria, y que las operaciones primiti-
vas (de coste unitario) entre niimeros reales son las operaciones aritméticas,
las comparaciones y algunas funciones analiticas tales como la extraccion
de raices, las funciones trigonométricas y las funciones exponencial y lo-
garitmica. Este modelo se conoce con el nombre de RAM Real [5, 106], y
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es el que ha sido usado en el presente trabajo, tanto a la hora de analizar la
complejidad de los algoritmos propuestos como a la de probar, por reduccién
de problemas de complejidad conocida, la existencia de cotas inferiores para
ciertos problemas.

Sélo nos queda decir que en el presente momento se vislumbran dos ten-
dencias claras en el ambito de la Geometria Computacional. La primera
tiene que ver con la bisqueda de la eficiencia de los algoritmos geométricos,
y no alcanza sélo a la Geometria Computacional, sino a la comunidad al-
goritmica en general. Es evidente el auge, cada vez mayor, del desarrollo
de algoritmos aproximados para la resolucién de problemas cuya dureza [55]
no deja cabida al disenio de algoritmos exactos de complejidad razonable.
Al mismo tiempo, es cada vez mds frecuente la publicacién de algoritmos
randomizados [95] cuya complejidad (esperada) mejora la de los algoritmos
deterministas conocidos.

La segunda tendencia que nos parece clara es la progresiva decantacién
de la comunidad cientifica que se dedica a la Geometria Computacional (y
no sélo ella) hacia el estudio y resolucién de problemas de caricter cada vez
mas aplicado. Desde este punto de vista, los problemas de Visibilidad, entre
los que se encuadra esta tesis, son sin duda alguna, por su aplicabilidad
en ambitos tales como la Visualizacién Realista, la Vision Artificial o la
Robética, de gran interés y actualidad.

1.2 Los problemas de visibilidad

El tema de la visibilidad est4 muy presente en campos tales como la Robética
[111, 112], y muy particularmente la Planificacién de Movimientos (motion
planning) [129, 84, 94], la Visién Artificial [120, 130], que necesita del Re-
conocimiento Automadtico de Formas (pattern recognition) [9, 124], y la In-
formdtica Gréfica en general, especialmente en los procesos de Visualizacién
Realista [86, 39], asi como en el Disenio y Fabricacién Asistidos por Ordena-
dor (CAD/CAM) [25, 50].

La referencia bésica en este campo es la de O’Rourke [100], que en 1987
publicé una monografia dedicada a los problemas de visibilidad conocidos
como Problemas de Galerias de Arte. La introduccién del libro empieza
asi: “In 1973, Victor Klee posed the problem of determining the mazimum
number of guards sufficient to cover the interior of an n-wall art gallery
room [64]. He posed this question extemporaneously in response to a re-
quest from Vasek Chuvdtal (at a conference at Stanford in August) for an
interesting geometric problem, and Chvdtal soon established what has beco-
me known as “Chuvdtal Art Gallery Theorem” (or sometimes, “watchman
theorem”): |n/3| guards are ocasionally necessary and always sufficient to
cover a polygon of n vertices [33]. This simple and beautiful theorem has
since been extended by mathematicians in several directions, and has been
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further developed by computer scientists studying partitioning algorithms.
Now, a little more than a decade after Klee posed his question, there are
enough related results to fill a book”. Diez anos mas tarde de que O’Rourke
escribiera su libro, este parrafo mantiene toda su vigencia, excepto en un
punto: los resultados relacionados con el problema de Klee hoy llenarian
mucho més que un libro. De hecho, ya Shermer [118] publicé, en 1992, un
articulo en que ofrecia una panordmica de los adelantos posteriores a [100],
y desde entonces no puede decirse que el ritmo de publicacién de nuevos e
interesantes resultados haya disminuido.

En los problemas de visibilidad, y de galerias de arte en particular, el
concepto bésico es el de visibilidad entre dos puntos. Sean z e y dos puntos
de un poligono P. Se dice que z e y son mituamente visibles si el segmento
Ty estd contenido en P. Notese la fuerte relacién de esta definicién con el
concepto de convexidad: un poligono P es convexo si, y sélo si, todo par
de puntos de P es mutuamente visible. Un poligono que posee un punto
capaz de ver a todos los restantes se llama estrellado. Para cada punto v
de un poligono P, el subconjunto de los puntos de P visibles desde v se
conoce con el nombre de poligono de visibilidad de v, V (v, P). El problema
propuesto por Klee consistia en determinar el niimero minimo de puntos de
un poligono P suficientes para ver todos los restantes, esto es:

min{#G | G C P,P = UyecV (v, P)}.

La respuesta de Chvétal se enmarca en el &mbito de la Geometria Combina-
toria, pues afirma que |n/3] puntos son siempre suficientes y ocasionalmente
necesarios para vigilar cualquier poligono de n vértices. Este resultado se co-
noce con el nombre de Teorema de las Galerias de Arte porque los poligonos
pueden pensarse como plantas (mapas) de galerias de arte, y los puntos que
cubren su visién como la ubicacién idénea para vigilantes, cAmaras o focos de
iluminacién. Por eso los problemas de visibilidad pueden pensarse, muchas
veces, como problemas de iluminacién. La demostracion del resultado de
Chvatal fue simplificada por Fisk [52] en una demostracién de una sencillez
y elegancia sorprendente.

Este resultado no significa, sin embargo, que todos los poligonos ne-
cesiten tal nimero de guardias para ser cubiertos. Pero Lee y Lin [80]
demostraron que el problema de minimizar el nimero de guardias-vértice
necesarios para un poligono dado es de dureza NP, y Aggarwal [3] demostrd
que el problema también es de dureza NP si los guardias son puntos cuales-
quiera. Ello no fue 6bice para que Avis y Toussaint [10] demostraran que
los |n/3| vigilantes de Chvétal pueden situarse eficientemente; su método
resulta lineal (gracias al algoritmo de triangulacién de Chazelle [28]).

Tanto unos resultados como otros indican la fuerte interconexién entre
los problemas de vigilancia y los de recubrimiento y descomposicién. No nos
extenderemos sobre la importancia de estas cuestiones (piénsese, por ejem-
plo, en la omnipresencia de las triangulaciones en los problemas geométricos)
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por no desviarnos del objetivo de esta presentacion, que es el de marcar el
contexto concreto en que se inserta el trabajo presentado. Diremos, sin em-
bargo, que no sélo son NP-duros los problemas de cubrir un poligono de
forma minima mediante poligonos de visibilidad de sus vértices o de sus
puntos, sino también el del recubrimiento minimo por poligonos convexos
[35] o por poligonos estrellados [80], o el problema de la vigilancia por un
nimero minimo de lados [80], diagonales o vigilantes mobiles [60]. Los pro-
blemas de descomposicién, en cambio, pueden muchas veces resolverse en
tiempo polinémico [29, 57, 74].

Pero volvamos al problema de las galerias de arte. Tras los primeros
resultados de Chvétal, empezaron a multiplicarse los estudios sobre diversas
variantes del problema. Una de esas variantes consistié en reducir la clase
de poligonos objeto de estudio. Kahn et al. [73], por ejemplo, demostraron
que los poligonos ortogonales s6lo requieren [n/4] vigilantes, mientras que
Edelsbrunner et al. [47] probaban que éstos podian colocarse en tiempo
lineal. Estas clases restringidas de poligonos obedecen a motivaciones diver-
sas: los poligonos ortogonales, para seguir con el ejemplo, aparecen en gran
cantidad de aplicaciones informaticas, asi como en el diseno de instrumentos
tales como scanners y plotters.

Otra de las grandes lineas de investigacién derivadas del Teorema de las
Galerias de Arte ha sido la introduccién de nuevos tipos de vigilantes. El
primero en proponer tal cosa fue Toussaint, con sus edge-guards, que fueron
seguidos por los mobile-guards de O’Rourke [99] o los diagonal-guards de
Shermer [117]. Més recientemente, se han estudiado también problemas de
vigilancia de poligonos en los que el objetivo es disenar un buen recorrido
para un tdnico vigilante de un poligono (watchman route). Los problemas de
este tipo, sin embargo, son de cardcter algo distinto de los anteriores, y no
nos extenderemos aqui sobre ellos.

En esta evolucion del estudio de los problemas de visibilidad, es intere-
sante resaltar el progresivo interés de la comunidad de gedémetras computa-
cionales por abordar problemas dotados cada vez de mayor realismo. Bajo
esta luz deben considerarse los trabajos de Bose et al. [22], Czyzowicz et
al. [37], Estivill y Urrutia [51] o Steiger y Streinu [119], en los que ya no se
considera que los puntos de vista, vigilantes, cAmaras o focos puedan tener
angulo de apertura de 360 grados, y sean capaces de ver, vigilar, filmar o
iluminar en todas direcciones, sino que se fijan sus angulos de apertura de
antemano. Estos problemas, conocidos como floodlight problems, consisten
en estudiar como iluminar ciertos escenarios (planos, segmentos, poligonos
ortogonales,...) mediante un niimero determinado de focos de apertura an-
gular dada, situdndolos en ciertas posiciones, predeterminadas o no.

Problemas emparentados con los anteriores son los estudiados por Hur-
tado [66] y Aggarwal et al. [8]. En [8], los autores substituyen el concepto de
punto maximal, ligado a un sistema de referencia, por el de punto #-maximal
no orientado. En términos de visibilidad, un punto #-maximal no orientado
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de un conjunto es aquél en el cual puede situarse el vértice de una regién
angular de medida € (una cdmara con apertura angular 6) que no contenga
en su interior ningin otro punto del conjunto (cuyo campo de visién esté
libre de obstdculos). Teichmann [122] estudié un problema en cierto sentido
complementario del anterior: el de determinar, para un poligono dado, la
regién del plano en la cual es posible situar una cAmara con dngulo de aper-
tura fijado, de tal manera que el poligono aparezca integramente dentro de
sus campo de visién.

Otra linea de progreso reciente en el campo de la visibilidad, que tam-
bién apunta hacia un mayor realismo en la representacion de los problemas,
ha sido explorada por Bose et al. [23], Hurtado [65] y Omana [98]. En sus
trabajos, el dngulo de visién no estd fijado de antemano, como en los pro-
blemas de focos, sino que es una medida a optimizar. En el primero de estos
trabajos, se estudia cémo maximizar el dngulo de visién de distintos objetos
desde trayectorias dadas, mientras que en el segundo los objetos se piensan
como obstdculos, y el objetivo es maximizar la visién a través de ellos. El
ultimo de los trabajos recoge, entre otras cosas, una primera extensién de
los problemas anteriores a tres dimensiones.

En esta linea de optimizacion de ciertos parametros relacionados con la
visién, deben considerarse también los trabajos de Abellanas et al. [1] y
Garcia [54], en los que se toma la distancia del punto de vista a los objetos
de la escena como medida de la calidad de la visién, y se estudia cémo
optimizarla.

La presente tesis dirige sus esfuerzos en esta misma linea de optimizacion
de ciertos parametros de la visién que rigen su calidad (dngulo de apertura,
distancia, dngulo de incidencia,...). Su titulo asi lo resume: optimizacién
geométrica y aplicaciones en visibilidad.

1.3 El trabajo realizado

Los resultados obtenidos en esta tesis se presentan agrupados en cuatro
capitulos. En el primero se recogen los relativos a la optimizacién de la
calidad de la visién, expresada en términos del dngulo de incidencia de la
linea de visidn sobre la superficie de los objetos de la escena. Tanto en lo que
se refiere a la visién externa como interna de poligonos, sean éstos convexos
o simples, se presentan resultados de optimizacién combinatoria (al estilo del
teorema de Chvétal), a la vez que algoritmos de minimizacién del nimero
de puntos de vista necesarios para visualizar con calidad un poligono (bajo
ciertas restricciones naturales, el problema de minimizacién para la vision
de calidad no es NP-duro). Este estudio de la visién con restricciones sobre
la oblicuidad se extiende, en la segunda parte del mismo capitulo, al espacio
tridimensional, donde se presentan diversos resultados de optimizacién de la
calidad de la visién de diversos objetos, desde distintas trayectorias. Algunos
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resultados parciales sobre la optimizacién de la calidad de la visién, esto es,
una seleccién de los que aqui se exponen, han sido presentados en congresos
de dmbitos diversos [16, 17, 18].

El segundo capitulo analiza el problema que representa la parcialidad de
la visién de las escenas tridimensionales, y resuelve el problema mediante
la introduccién de espejos que permiten, por un lado, visualizar las escenas
de forma completa y, por otro, hacerlo con la mejor resoluciéon posible. La
calidad de la vision, en este caso, se expresa en términos de la completud y
coherencia de las imagenes, asi como de la minimizacién de la distancia del
punto de vista a los objetos de la escena. Con este enfoque, se han analizado
dos tipos de problemas. Los primeros, que hemos llamado independientes
del objeto, consisten en el diseno de una configuracién de espejos éptima
(en el sentido antedicho) véalida para toda una clase de objetos a visuali-
zar (convexos). Los segundos son de cardcter algoritmico, y se refieren a la
minimizacién (otra vez un problema de recubrimientos) del niimero de espe-
jos suficientes para visualizar un poligono dado, asi como a la optimizacién
de su ubicacién, en términos de distancia al objeto. Aspectos parciales de
los resultados obtenidos en este capitulo se han presentado recientemente
a un congreso de dmbito espafiol [67], estdn pendientes de su presentacién
en un congreso internacional [68], y han sido sometidos a revisién para su
publicacién en una revista [69].

Ya nos hemos referido a la estrecha vinculaciéon de los problemas de
visibilidad con otros problemas de optimizacién geométrica, tales como la
programacion lineal o la localizacién de servicios. El tercer capitulo se dedica
al estudio de problemas de este tipo, utilizando en su resolucién algoritmos
basados en el esquema de “poda y bisqueda” (prune-and-search), inspirados
por los de Megiddo [88, 89] y Dyer [42, 43]. Los resultados de este capitulo
estrictamente referidos a la localizacién de servicios han sido sometidos para
publicacién [71]. Aunque a simple vista pueda parecer que se trata de una
desviacion de nuestro camino, centrado en cuestiones de visibilidad, no es asi
mas que en una pequena parte, pues el origen de los problemas tratados en
este capitulo y, muy especialmente, de las técnicas usadas para resolverlos,
debe buscarse en los problemas de optimizacién del dngulo de visién que
abren el capitulo siguiente.

Este ultimo capitulo se dedica a la optimizacion del angulo de visién,
tanto en el sentido de [23] (mirando poligonos) como en el sentido de [65]
(mirando a través de obsticulos poligonales). Las generalizaciones que pre-
sentamos se refieren a la vision de, a través de y desde objetos poligonales de-
finidos por restricciones lineales, y a la optimizacién de la visién simultdnea
de diversos objetos de una misma escena. La ultima parte se dedica a la
extensién de estos conceptos al espacio tridimensional. Algunos de los re-
sultados obtenidos se presentaran proximamente en el congreso espanol de
la materia [70].

Hemos escrito la memoria de manera que cada capitulo sea autoconte-
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nido, aunque las interrelaciones entre unos y otros son tantas que las refe-
rencias cruzadas han sido inevitables. Siempre que hemos podido, hemos
procurado introducir los conceptos necesarios para la formulacién y resolu-
cién de los problemas a medida que se iban necesitando, evitando asi agota-
doras relaciones de definiciones y resultados previos. Damos por supuesto,
sin embargo, ciertos conocimientos basicos de Geometria Computacional en
el lector, al nivel, digamos, de [106], asi como cierta familiaridad con la
Algoritmica, la Complejidad y las Estructuras de Datos [6].
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Capitulo 2

Calidad de las imagenes

Desde que, en 1973, V. Klee planted el problema de determinar el minimo
nimero de puntos (guardias o cdmaras) que resultan siempre suficientes
para ver cualquier poligono de n lados, se han estudiado muchas variaciones
de este problema. Tantos son los resultados, que en 1987 fueron recogidos
en un libro por J. O’Rourke [100], sin que luego hayan dejado de aparecer
nuevas actualizaciones y puestas al dia [118]. Los diversos enfoques han
consistido en restringir la clase de poligonos a visualizar (ortogonales, etc.),
en introducir nuevos tipos de guardias (guardias-arista, guardias méviles,...)
o incluso en estudiar el problema de los recorridos de vigilancia (watchman
routes).

Tradicionalmente, se supone que los guardias pueden mirar a su alrede-
dor en todas direcciones. Si se piensa en cdmaras, en vez de guardias, esto
es como asumir la existencia de cAmaras con un campo de apertura de 360°.
Mis recientemente, se han empezado a plantear enfoques méds realistas de
los problemas de galerias de arte en los que o bien el angulo de visibilidad
se considera acotado, como en el caso de [22, 37, 51, 119] (floodlight pro-
blems), o bien es objeto de optimizacién, como en [23, 65, 66]. Este dltimo
enfoque es el que se adopta en el Capitulo 5 de esta memoria, en el que se
generalizan algunos resultados de [23, 65, 66] para el caso de la vigilancia de
poligonos convexos definidos por interseccién, posiblemente redundante, de
semiplanos, para la vigilancia simultdnea de poligonos y para el problema
tridimensional.

En el presente capitulo, sin embargo, la cuestién que se pretende resol-
ver, con estar motivada por la voluntad de introducir mayor realismo en el
problema, no es la del 4ngulo de apertura o de visién, sino la del dngulo de
incidencia. Concretamente, el problema es el siguiente: cuando un poligono,
una galeria de arte, se dice vigilada de forma completa por un conjunto de
guardias o cdmaras (con o sin restricciones sobre el 4ngulo de visién de éstos)
se olvida, en general, el problema de la resolucién de las imégenes obtenidas.
De hecho, suele ocurrir que algunos de los lados del poligono son vistos tan
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de perfil que, para seguir con el simil de las galerias de arte, es imposible de-
terminar si los cuadros siguen colgados en la pared, o si han sido substraidos
o substituidos.

Dos son los factores que inciden en la resolucién de las imédgenes obte-
nidas en la visién de los lados de un poligono: la distancia del punto de
vista a cada lado y el grado de oblicuidad de la visién. La cuestién de la
distancia ha sido recientemente introducida y estudiada en [1, 54], aunque
desde hace cierto tiempo el criterio de la distancia es usado, en Informatica
Gréfica, para representar con mayor o menor detalle las distintas texturas
de los materiales que aparecen en iméagenes que se desea sean realistas. No
existen, en cambio, referencias en que se estudie el problema de la oblicuidad
de la visién, cuando es sin embargo claro que la oblicuidad con que se ve una
superficie incide en la nitidez o confusién con que se ven los objetos situa-
dos sobre ella (piénsese, por ejemplo, en un texto escrito, y en la dificultad
de leer un aviso o un letrero colgado en un muro desde una posicién muy
cercana a éste).

El presente capitulo se dedica integramente al estudio de problemas de
visibilidad con restricciones sobre el &ngulo de incidencia de la linea de visién
sobre la superficie a visualizar. En el punto 2.1 se define de forma precisa,
el concepto de visién de calidad, y se resuelven problemas de decisién y de
optimizacion de la visién de calidad para poligonos en el plano, tanto interna
como externamente. En el punto 2.2 se extiende el concepto de visién de
calidad a tres dimensiones, y se resuelven problemas andlogos cuando el
punto de vista y el objeto a visualizar son libres de moverse en el espacio.

2.1 Visiéon de calidad en el plano

En esta seccion se estudian y resuelven problemas de decisiéon y de opti-
mizacién de la visién de poligonos en el plano, con restricciones sobre la
oblicuidad de la visiéon. En el punto 2.1.1 se introducen las definiciones ne-
cesarias, y se presentan, de forma general, los problemas cuya resolucién se
desea obtener. En los puntos 2.1.2 y 2.1.3 se estudia la situacién en que
se quiere visualizar un poligono convexo desde su exterior, con o sin méas
restricciones sobre la ubicacién de los puntos de vista. En el punto 2.1.4 se
estudia el caso en que los puntos de vista se sitian en el interior del poligono,
también convexo. Finalmente, el punto 2.1.5 recoge los resultados de visién
exterior e interior de poligonos simples.

2.1.1 Planteamiento de los problemas

Empecemos definiendo con claridad el concepto de visién de calidad.

Definicién 2.1 Sea v un punto cualquiera del plano, o € [0,7/2) un valor
angular, y p un punto sobre una recta r. Diremos que el punto p € r es visto
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con calidad o desde v si p es visible desde v y el dngulo de incidencia de la
linea de vision Up con la recta r es estrictamente mayor que o (Figura 2.1).

Figura 2.1: El punto de vista v ve el punto p € r con calidad «.

Definicién 2.2 Sea v un punto cualquiera del plano, a € [0,7/2) un valor
angular, y pq un segmento dado. Diremos que el punto v ve el segmento pq
con calidad « si cada punto de pq es visto desde v con calidad o (Figura

2.2).

Figura 2.2: El segmento pqg es visto con calidad « si todos sus
puntos son vistos con calidad a.

De esta forma, la regién de uno de los semiplanos determinados por pg
desde la cual se ve el segmento con calidad « es un dngulo delimitado por las
dos semirrectas, con origen en los dos extremos del segmento, que forman
dngulo a con éste, semirrectas que llamaremos a-semirrectas izquierda y
derecha del segmento pqg (Figura 2.3).

Figura 2.3: El segmento pg es visto con calidad a desde la regién
sombreada.
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Definiciéon 2.3 Un poligono P es visto con calidad o desde un conjunto C
de puntos del plano si existe un subconjunto finito, V, de C tal que cada
lado de P es visto con calidad o desde un punto de V.

Podemos imaginar que estamos fotografiando el poligono P desde puntos
de vista situados en C, de tal forma que cada lado de P aparezca al menos
en una de las fotografias de forma completa y con calidad a. La visibilidad
exterior (resp. interior) de P con calidad a no es més que el caso en que C' es
el exterior (resp. interior) de P. En la Figura 2.4 se presenta el ejemplo de
un poligono P, algunos de cuyos lados pueden ser fotografiados con calidad
a desde el interior/exterior de P, mientras otros no pueden serlo.

Figura 2.4: El lado a (resp. c) puede ser fotografiado desde el
interior (resp. exterior) de P con calidad «, mientras que el lado b
(resp. d) no puede serlo.

A la luz de este ejemplo, resulta claro que el problema bésico a resolver
es el de decisién.

Problema de decisiéon. Dado un poligono P, un conjunto C' y un dngulo
«, ;es posible fotografiar P desde C' con calidad «?

Supuesto que este problema tenga respuesta positiva, cabe plantearse el
consiguiente problema de optimizacién de la calidad.

Problema de optimizacién. Dado un poligono P y un conjunto C, jcudl
es el valor maximo de la calidad « con la que es posible ver P desde C?

Como para los problemas de galerias de arte en la formulacién de V. Klee,
cabe preguntarse también aqui cual es el nimero minimo de guardias que
permiten cubrir un poligono cualquiera de n lados con un requerimiento de
calidad determinado.

Problema combinatorio de minimizacién. ;Cudl es el niimero minimo
de tomas que se necesitan para fotografiar, con calidad « fijada, cualquier
poligono de n lados?
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Aunque se resuelva el problema anterior, el hecho de conocer el nimero
minimo de puntos de vista que garantiza la visibilidad con calidad fijada de
todo m-gono no significa que cada poligono particular requiera ese nimero
de guardias. Cabe, pues, preguntarse por el niimero minimo de puntos de
vista que se requiere en cada caso.

Problema algoritmico de minimizaciéon. Disenar un algoritmo eficiente
que, dado un poligono P, un conjunto C en el que ubicar los puntos de vista,
y una calidad « a alcanzar, sea capaz de determinar y localizar el minimo
nimero de puntos de C desde los cuales P se ve de forma completa con
calidad a.

Empezaremos por estudiar estos cuatro problemas para el caso en que
P es un poligono convexo y C su exterior. KEsta es la pieza bésica para
la solucién posterior del problema de la visibilidad interior de poligonos
convexos y de la visibilidad general de poligonos simples.

2.1.2 Visién externa de poligonos convexos

Dos son los hechos bésicos a tener en cuenta cuando se trata de visualizar
poligonos convexos desde su exterior.

Lema 2.4 Siempre que, desde un mismo punto de vista v, se ven simultd-
neamente dos lados l; y lj i de un poligono convezro P con una determinada
calidad «, necesariamente todos los lados de la cadena l;,liy1,..., livk se
ven desde v con la misma calidad.

Demostracion: Una ilustracién de este hecho aparece en la Figura 2.5. La

Figura 2.5: Si desde un punto de vista v se ven los lados I; y l;+x
con calidad «a, entonces se ve la entera cadena l;,l;41,...,[;+r con
calidad a.

convexidad es bdsica para su demostracién, puesto que sélo la convexidad

garantiza que las regiones de a-visibilidad de los lados /5, con j = 1,...,i+k,
determinadas, como se ha dicho, por las semirrectas i; y d;, contengan la
regién determinada por ;4 y d;. [l
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Lema 2.5 Cualquier poligono convexo puede ser visto con calidad o con dos
unicos puntos de vista, si a es suficientemente pequeno. Por el contrario,
todo poligono convexo de n lados puede necesitar n puntos de vista para ser
visto con calidad «, si a es suficientemente grande.

Demostracion: Sea P un poligono convexo cualquiera. Cuando « tiende
a cero, P puede ser visto con sélo dos puntos de vista con calidad «. La
forma de ubicarlos es la siguiente: determinese un par antipodal de vértices
de P y considérense los lados incidentes en ellos. Formando dngulo a con
estos lados, tracense semirrectas con origen en los vértices del par antipodal
(Figura 2.6). Si « es suficientemente pequeno (y el par antipodal se ha

Figura 2.6: Cuando a — 0T, sélo se necesitan dos puntos de
vista.

escogido, como puede hacerse, de manera que se evite el paralelismo de los
lados inicial y final de cada una de las cadenas en que queda descompuesto
el poligono) se forman dos regiones angulares, desde el interior de cada
una de las cuales se ve la correspondiente cadena de lados del poligono con
calidad a.

Cuando « tiende a 7/2 (Figura 2.7), para ver un poligono con calidad

Figura 2.7: Cuando a — 7, se necesita un punto de vista para
cada lado del poligono.

« se requieren tantos puntos de vista como lados tiene el poligono. De
hecho, basta con que 2a sea mayor que todos los dngulos internos entre
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lados consecutivos del poligono para que las regiones de a-visibilidad de los
lados no se corten, requiréndose entonces la ubicacién de un punto de vista
en cada una de ellas. O

El Lema 2.5 resuelve, pues, el problema de decisién de forma positiva:
dado un poligono convexo P y un valor angular a € [0,7/2), siempre es
posible ver el poligono P desde su exterior con calidad a.

El Lema 2.4, en cambio, serd de ayuda en la resoluciéon del problema
combinatorio de minimizacién.

Teorema 2.6 Todo poligono convexo P de n lados puede verse con calidad

2
T—2x

a con min ([ ],n) puntos de vista situados en su exterior.

Demostracion: Por el Lema 2.4 se sabe que una cadena de lados de P,
l1,...,l}, es simultdneamente visible con calidad « si las semirrectas iy y
dy se cortan. Esta condicion puede expresarse en términos de los vectores
normales exteriores de los lados [1 y I (Figura 2.8): la cadena ly,...,[; es
simultdneamente visible con calidad « si, y sélo si, Z(n1, ;) < ™ — 2a.

Figura 2.8: Las semirrectas i, y d; se cortan si los vectores n; y
7N forman un dngulo menor que ™ — 2a.

Representemos los vectores 7; como puntos de la circunferencia unidad.
Puesto que la circunferencia puede descomponerse en [Wzga] arcos conse-
cutivos de longitud menor o igual que m — 2, todo vector normal pertenece
a un arco que representa un punto de vista (una fotografia) de calidad a.
Por consiguiente, (ﬂz—ga] puntos de vista son siempre suficientes. Noétese
que la cota trivial de n puntos de vista, uno por lado, es preferible cuando

a—)%Jr. O

Teorema 2.7 Existen poligonos convezros de n lados que requieren exacta-

2
T—2a

mente min (L J,n) puntos de vista para ser vistos con calidad o desde

su exterior.
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Demostracion: Dada una lista ordenada de puntos de la circunferencia uni-
dad, n1,...,7n, la construccién de un poligono convexo que tenga dichos
valores como direcciones de sus vectores normales exteriores es inmediata.
No hay més que considerar las rectas tangentes a la circunferencia por dichos
puntos: las intersecciones de cada dos consecutivas determinan los vértices
del poligono.

Por consiguiente, sélo es necesario demostrar que es posible situar pun-

tos M1,...,n, sobre la circunferencia unidad de manera que se requieran

2
T—2x

min ( | J,n) arcos de longitud = — 2« para cubrirlos.

Sea M = Lﬂzgaj, y supongamos que M < n. Se empieza por situar 77 en
un punto arbitrario de la circunferencia. Se colocan entonces 7s,...,0r+1
de tal manera que cada arco (7;,7;+1) tenga longitud m — 2«. De este modo
el circulo queda dividido en M arcos de longitud @ — 2a més, posiblemente,
un arco mas pequeno, (nar11,71)- Si este ltimo arco es no vacio, los (posi-
blemente) restantes puntos, nasy2, ..., 7, se colocan en su interior. En caso
contrario se colocan en cualquiera de los otros arcos. En cualquier caso, se
requieren M arcos de longitud m — 2« para cubrir los n puntos 7y, ..., 7y,.
Si M > n, témense n de los puntos 71, ...,n. Se requerirdn n arcos de

longitud m — 2« para cubrirlos. (|

La demostracion del Teorema 2.6 da lugar a un sencillo algoritmo lineal

que, dado un n-gono convexo P, halla N posiciones, N < min ([737; a],n),

en las que situar puntos de vista que permiten ver a P con calidad a desde
su exterior.

Teorema 2.8 Dado un poligono convexo P de n lados y un valor angular
a € [0,7/2), en tiempo O(n) es posible determinar N posiciones en el ex-

terior de P, N < min [Wzga],n , en las que situar puntos de vista que

permiten ver a P con calidad .

Demostracion: El algoritmo recibe una lista P = {l,...,l,} con los lados
del poligono ordenados en sentido contrario a las agujas de un reloj. Como
salida, produce una lista de pares (v;, k;) tales que v; es un punto de vista
desde el cual se ve la cadena I, . . ., [, , 1 con calidad . Su funcionamiento
es el siguiente:

1. Hallar la lista, 0y, ..., 7n,, de los vectores normales exteriores a los lados
del poligono.

2. Inicializar k =1,y 57 = 2.
3. Mientras k < n, hacer

(a) Mientras Z(ng,nj) < ™ — 2a, hacer j =j+1 (mod n).
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(b) Devolver (v,k), donde v es un punto cualquiera de la regién de
a-visibilidad determinada por i;_1 y di.

(c) Avanzar k=7, 5=k + 1.

La correcccion del algoritmo es consecuencia del Lema 2.4. Su compleji-
dad es lineal en el nimero de lados de P, puesto que recorre una sola vez
el poligono y, para cada nuevo lado examinado, calcula su vector tangente
exterior y lo compara con otro dado (el primero de la cadena que estd exa-
minando). El trabajo que el algoritmo realiza para cada lado del poligono
no requiere, pues, mas que tiempo constante. O

El algoritmo anterior localiza un niimero de puntos, siempre inferior al
maximo necesario para cualquier n-gono, suficiente para ver el poligono con
la calidad deseada. Sin embargo, no garantiza que dicho niimero de puntos
sea el minimo necesario para el poligono dado. Si P es un poligono convexo
de n lados y a € [0,7/2) es un valor angular, es posible determinar el
minimo nimero de puntos de vista que permiten ver a P desde su exterior
con calidad «, asi como localizar posibles ubicaciones para ellos, mediante
un algoritmo de complejidad lineal.

Antes de demostrar esta afirmacién, conviene introducir cierta termi-
nologia. Supongamos que P viene dado por la lista de sus lados, P =
{l1,...,1l,}, ordenados circularmente en sentido antihorario.

Para cada i = 1,...,n, llamaremos cadmaz(i) a la cadena de lados de
P simultaneamente visibles con calidad « desde algin punto del exterior de
P, que empieza en el lado I; y es maximal a la derecha.

Para cada cadena ¢ de lados consecutivos de P, llamaremos principio(c)
al indice del primer lado de ¢, y final(c) al indice del dltimo lado de ¢,
aumentado en una unidad.

Para cada 7 = 1,...,n, llamaremos recubr(i) al recubrimiento de P por
un conjunto C' = {cy,...,c;} de cadenas maximales a la derecha (es decir,
del tipo cadamax(i)) tales que

1. principio(cy) = 4
2. principio(c;) = final(cj—1), Vj=2,...,k;

3. C' es maximal entre las cadenas que cumplen las dos condiciones an-
teriores.

Dicho de otro modo, recubr(i) es un recubrimiento de P por cadenas a-
visibles maximales a la derecha, la primera de las cuales empieza en el lado
1-ésimo de P, de tal manera que dos cadenas cualesquiera, salvo quizds la
primera y la iltima, nunca tienen lados en comun. Para cada i, recubr(7)
es un caso particular de a-recubrimiento de P, es decir, de recubrimiento de
P por cadenas a-visibles desde el exterior.
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Por dltimo, llamaremos «a-ciclo de P a cualquier a-recubrimiento de P
por cadenas maximales a la derecha, C' = {ci,. .., ¢} tal que principio(c;) =
final(cj—1) (mod k) Vj = 1,...,k. Nétese que en un ciclo las cadenas
consecutivas nunca comparten lados (ni siquiera la primera y la tltima ca-
denas lo hacen). A cambio, puede ocurrir que un ciclo dé lugar a un recu-
brimiento muy redundante, porque cada lado del poligono esté cubierto por
diversas cadenas del ciclo.

Con estas notaciones, es posible proponer ya el algoritmo que resuelve
el problema.

Teorema 2.9 Dado un poligono convexo P de n lados y un valor angular
a € [0,7/2), en tiempo O(n) es posible determinar el minimo nimero de
puntos de vista que permiten ver a P desde su exterior con calidad o, asi
como localizar posibles ubicaciones para ellos.

Demostracion: El algoritmo que proponemos es semejante al publicado por
C. C. Lee y D. T. Lee en [79] para obtener un subrecubrimiento minimo de
la circunferencia por arcos circulares. El algoritmo recibe, como entrada, la
lista {l1,...,l,} de los lados de P y devuelve, como salida, un conjunto de
pares (k,v), en que k es el indice del lado con que empieza una cadena de
lados a-visibles de P maximal a la derecha y v es un punto de vista para
la susodicha cadena, de tal manera que entre todos los pares determinan
un recubrimiento de P de tamano minimo. El algoritmo calcula, para cada
lado [; del poligono, la cadena «-visible maximal a la derecha que lo tiene
por primer lado, cadmaz(i). A continuacién, halla un a-ciclo cualquiera del
poligono, es decir, un a-recubrimiento por cadenas del tipo hallado y tal
que cada cadena empieza donde acabé la anterior. Si el ciclo es tal que cada
lado de P pertenece a una tnica cadena (dicho coloquialmente: si el ciclo
da una sola vuelta alrededor de P) se ha hallado el recubrimiento buscado,
es decir, un a-recubrimiento de P de tamano minimo. En caso contrario
(si el ciclo da varias vueltas alrededor de P) es posible extraer del ciclo un
a-recubrimiento de tamano minimo. Mas concretamente, el algoritmo es el
siguiente:

1. Hallar todas las cadenas a-maximales a la derecha, y un punto de vista
para cada una:
(a) Inicializar k =1, j =2,
(b) Mientras k < n hacer
e Mientras i; Ndy # (), hacer j = j + 1.
fin(k) = 7, (* la cadena {lg,...,lj—1} es maximal *)

punto(k) = v, (* cualquier punto v de la regién angular
determinada por dy, € i fingi(k)—1 *)
k=k+1.
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2. Hallar un a-ciclo de P:

(a) Inmicializar L = {1}, j = fin(1).
(b) Mientras j ¢ L hacer
e« L=LU{j},
e j = fin(j).
3. Usar el ciclo para producir un a-recubrimiento minimo:

(a) Inicializar L = {j}, k = fin(j).
(b) Mientras (7 <k < fin(j))
e L =LU{k},
e k= fin(k).

= falso hacer

4. Producir la salida:
e Devolver todos los pares (k, punto(k)) con k € L.

Antes de proceder al andlisis de la correccién y complejidad del algorit-
mo, quizas convenga analizar un pequenio ejemplo. Supongamos que P es un
poligono convexo de once lados, y que « es tal que las cadenas a-maximales
a la derecha son

cadmaz 10) = {lm,ln,ll,lg},
cadmaz(11) = {l11,11,12}.

cadmaz(1) = {l1,l2},
cadmax(2) = {la,13},
cadmaz(3) = {ls, 14,15},
cadmax(4) = {l4,15,l6},
cadmax(b) = {l5,ls},
cadmaz(6) = {lg, 17,13},
cadmax(7) = {l7,1s,l9},
cadmaz(8) = {lo, 110,111},
cadmaz(9) = {ly, l10, 111,01 },

(

(

Gréaficamente, si representamos simbdlicamente los once lados de P por once
puntos sobre una circunferencia (Figura 2.9), podemos conectar cada indice
i con el indice final(cadmax(i)) para asi representar los datos anteriores.
Una vez hallados estos valores en el primer paso del algoritmo, el segundo
paso halla un a-recubrimiento de P que empieza por la cadena cadmax(1)
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Figura 2.9: Representacién de las cadenas maximales a la derecha
cadmaz(i), para el poligono del ejemplo.

y contiene un ciclo. Es el siguiente:

Gréficamente, el recubrimiento hallado se representa en la Figura 2.10.
Obsérvese que contiene un ciclo que da dos vueltas alrededor del poligono.

Figura 2.10: Representacién del recubrimiento hallado en el se-
gundo paso del algoritmo, para el poligono del ejemplo.
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A la salida de este segundo paso, j = 10, de manera que el tercer paso
del algoritmo halla el recubrimiento siguiente:

cadmaz(10),
cadmaz(3),
cadmaz(6),

(9)

cadmaz(9).

Gréficamente, el recubrimiento hallado se recoge en la Figura 2.11.

11 1

Figura 2.11: Resultado final: un recubrimiento de tamafio minimo
del poligono del ejemplo.

El ejemplo pone de manifiesto la aparente arbitrariedad de ciertas deci-
siones tomadas a lo largo de la ejecuciéon del algoritmo, como por ejemplo la
de empezar el recubrimiento final en el lado 10, y no en cualquier otro del
ciclo hallado (en el mismo ejemplo puede comprobarse que el recubrimiento
que el algoritmo halla siempre consta de cuatro cadenas, se empiece en el
lado 10 o en cualquier otro de los lados del ciclo hallado). Para probar la
correccidn del algoritmo habra que demostrar que el resultado final es in-
dependiente de dichas arbitrariedades y, sobre todo, que el recubrimiento
hallado tiene tamano minimo.

Antes de ello, por ser més sencillo, estudiaremos la complejidad del algo-
ritmo obtenido. En el paso 1, se encuentran todas las cadenas maximales de
P con sélo recorrer el poligono una vez (de hecho: una vez con el contador
k y una con el contador j). Por lo que se refiere al paso 2, y puesto que el
numero de lados de P es finito, estd claro que en el caso peor se halla un
ciclo tras recorrer todos los lados de P. Por ultimo, un recorrido del ciclo
permite extraer de él el recubrimiento deseado. En resumen, el algoritmo
tiene complejidad lineal.

Sélo falta, pues, mostrar la correccion del algoritmo propuesto. La de-
mostracién procede por etapas, que se recogen en los Lemas 2.10, 2.11, 2.12,
2.13 y 2.14. En primer lugar, se demuestra que el paso 1 del algoritmo permi-
te, efectivamente, hallar todas las cadenas de lados de P a-visibles y maxi-
males a la derecha. En segundo lugar, se demuestra que un a-recubrimiento
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de P de tamano minimo siempre es realizable mediante un recubrimiento
del tipo recubr(i), y que la arbitrariedad detectada en la eleccién del lado
inicial es irrelevante. Por iltimo, se demuestra que siempre puede extraer-
se un a-recubrimiento de tamano minimo como el deseado de un a-ciclo
cualquiera. Esto probara la correccién del algoritmo propuesto. (|

Lema 2.10 Sean i,j los indices de dos lados de P = {ly,...,l,}. Sii <j
en el orden circular de P, entonces la cadena mazimal a la derecha que co-
mienza en el lado l; finaliza, como mucho, donde finaliza la cadena mazimal
que comienza en l;, pero nunca mas alld.

Demostracion: Por induccién, podemos limitarnos a demostrar que
final(cadmax(i)) < final(cadmaz(i + 1)) (mod n) Vi=1,...,n.

Sean
I = cadmax(i) = {lj,lix1, -y livn}s

J = cadmax(i + 1) = {li+1,li+2, R ali+k}-

Puesto que la cadena I es visible desde cierto punto de vista v con calidad
a, los lados de I'\ {i} también lo son. Dado que J es maximal a la derecha,
y considerando el Lema 2.4, I'\ {i} C J, de manera que h < ky final(I) <
final(J) en el orden circular de P. O

Este lema demuestra la correccién del primer paso del algoritmo del
Teorema 2.9, visto que, una vez hallada la cadena maximal que empieza en
un determinado lado I, y cuyo final es j, la cadena maximal que empieza en
el lado siguiente, /11, no puede de ningiin modo tener su final antes de j.

Otra consecuencia del Lema anterior es el hecho de que cadenas maxima-
les con distinto lado de origen no pueden contenerse una a otra mas que si sus
extremos finales coinciden. Este hecho se usara en adelante repetidamente.

Lema 2.11 EIl tamano minimo de un a-recubrimiento de P se alcanza en
un recubrimiento de tipo recubr(i), para algin i =1,... n.

Demostracion: Sea k el tamano minimo de los a-recubrimientos de P. Sea
C ={ci1,...,c} un a-recubrimiento de P de tamano k.

Si alguna de las cadenas de C' no es maximal a la derecha, se la puede
alargar hasta que lo sea. Formalmente, se trata de substituir cada cadena
¢; por cadmax(principio(c;)).

Consideremos, pues, el recubrimiento C' como formado por cadenas ma-
ximales. Cada vez que una cadena c; ;1 y la siguiente, ¢;, comparten lados, se
puede substituir ¢; por la cadena maximal que empieza donde acaba c¢;_1, es
decir, por cadmaz(final(c;—1)). Esta substitucién debe hacerse empezando
por ¢y (si comparte lados con ¢1) y acabando por cj. Asi:
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1. Inicializar ¢} = ¢y, 7 = 2.

2. Mientras 7 < k hacer
e Substituir ¢; por ¢, = cadmaz(final(c,_,))
o ;=141

Gracias al Lema anterior, C' = {c], ..., ¢} sigue siendo un a-recubrimiento
de P, y ademds es un recubirmeinto de tipo recubr(i). Concretamente,

C'" = recubr(principio(c|)) = recubr(principio(cy)).

Por lo tanto, el tamano k& se alcanza en un recubrimiento del tipo recubr(i).

O

Lema 2.12 §i C = recubr(i) = {c1,...,c} es de tamano minimo, enton-
ces C' = recubr(principio(c;)), con j € {1,...,k} también lo es.

Demostracion: Dos son los casos a distinguir. Si final(ck) = principio(cy),
estd claro que C' es un ciclo y que C' = C. Si final(cy) # principio(c1), el
Lema 2.10 garantiza que final(cg) € ¢1. Por consiguiente,
C' = {¢j cjg1,- -, Ch, c'l, ... ,09-71},
donde
¢, = cadmax(final(cy))

¢y = cadmax(final(c}))

09‘—1 = cadmaw(final(c}_g))

Una vez mas, el Lema 2.10 (en tultima instancia, la maximalidad de las
cadenas) garantiza que C’ es un a-recubrimineto de P. A fortiori, su tamano
es minimo. O

Lema 2.13 Si C = {c1,...,cn} es un a-ciclo de P, entonces la longitud
de todos los a-recubrimientos de P de la forma recubr(principio(c;)), con
i€{l,...,m} esla misma.

Demostracion: Por induccién, basta con demostrar que
#recubr(principio(c;)) = #recubr(principio(ciy1)).

Sea recubr(principio(¢;)) = {c¢i,Cit1,-..,cp}t. Por la minimalidad del
recubrimiento y el Lema 2.10, final(c) € ¢;.

e Si final(cy) = principio(c;), entonces el ciclo C se reduce a C =
{¢iy...,cp} v el lema es trivial, porque recubr(principio(ci+1)) =
{Ci—l—la e ,Ch,CZ'} =C.
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e Si final(cy) = final(c;), entonces C = {ciy1,...,cp}t, vy ¢ € C, lo
cual seria absurdo.

e Sélo queda la posibilidad de que ¢, y ¢; compartan algin lado, pero
no todos. Pero entonces el Lema 2.10 garantiza que cp11 y cj41 tie-
nen algin lado en comiin, de manera que recubr(principio(c;y1)) =
{Cit1,---,¢Cn,chr1}, y el tamafio de este recubrimiento es el mismo que
el de recubr(principio(c;)).

O
Lema 2.14 §i C = {c1,...,cn} es un a-ciclo de P, entonces todos los
recubrimientos del tipo recubr(principio(c;)), con i € {1,...,m} son a-re-

cubrimientos de P de tamano minimo.

Demostracion: Por el Lema anterior, todos estos recubrimientos son de la

misma longitud, que llamaremos h. Sea S = {s1,..., sx} un a-recubrimiento
de P de tamano minimo, k. Demostraremos que k = h o, si se prefiere, que
recubr(principio(c;)) = {¢i, Cit1,- -+, Citk—1}-

Consideremos la cadena del ciclo C' cuyo principio, posterior al de s1, es
el mas cercano al de s;. Por traslacién de los indices, podemos considerar
que se trata de la cadena c¢;. Por el Lema 2.10, principio(cy) € s1.

1. Si principio(c1) = principio(sy), entonces recubr(principio(cy)) = S,
de manera que h = k.

2. En caso contrario, se demuestra por induccién que principio(c;) € s;

para todo i = 1,...,k. En particular, puesto que principio(ci) € sk,
el Lema 2.10 garantiza que final(cy) € s1\ sk. Dos son entonces los
Casos:

e Si principio(c;) € sy U s (Figura 2.12), entonces, puesto que
final(ck) € s1 )\ sk, las cadenas c¢; y ¢ deben necesariamente
compartir algin lado, y por tanto h = k.

e Si principio(c1) € s1 \ si (Figura 2.13), entonces, puesto que
final(ck) € s1\ sk, las cadenas c¢; y ¢ deben necesariamente
compartir algin lado, puesto que en caso contrario principio(cy)
no seria contiguo a principio(si), tal como se habia supuesto.
Por lo tanto h = k.

O

2.1.3 Visién externa de poligonos convexos, con restricciones

En todo lo hecho en el apartado anterior, se ha tenido en cuenta la oblicuidad
de la visién como parametro de su calidad, sin considerar en ningtin momento
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Figura 2.12: Caso en que principio(c1) € s1 N si. El tamafo de
Sy de recubr(principio(ci)) es el mismo.

la cuestién de la distancia del punto de vista al poligono a visualizar. De
hecho, se ha visto que una calidad angular demasiado alta, es decir, la
exigencia de poca oblicuidad, acaba comportando la ubicacién de los puntos
de vista a una distancia excesiva del objeto a visualizar. Una forma de
combatir este problema es el de limitar la regién en la que los puntos de
vista pueden situarse. En este apartado se estudia la a-visién externa de
un poligono convexo P, con la restriccion de que los puntos de vista que
se consideran deben estar situados en un poligono (también convexo) que
contiene a P. En particular, puede pensarse en el caso en que el poligono
de ubicacién de los puntos de vista es lo que podriamos llamar un J§-entorno
poligonal de P, es decir, un poligono P’ que contiene a P y cuyos lados son
paralelos a los de P a distancia 0 de éstos.

Sean, pues, P y R dos poligonos convexos, de n y m lados respectiva-
mente, tales que P C R. A diferencia del caso sin restricciones, estudiado en
el apartado anterior, no siempre es posible, dado un valor angular « € [0, ),
ver el poligono P desde R con calidad a. La Figura 2.14 muestra un ejemplo
de ello. Para cada lado [ de P, las dos semirrectas 7 y d que forman angulo
« con [ se cortan en un punto, ¢q. Si ¢ no se encuentra en el interior de R, no
es posible ver el lado | con calidad « desde ningin lugar de R. En cambio,
si ¢ se encuentra en el interior de R, la intersecciéon de dR con la regién
angular determinada por ¢ y d define una porcién de dR, que llamaremos
intervalo de a-factibilidad de I, desde la cual se ve [ con calidad « (Figura
2.15). Tiene sentido, por consiguiente, plantearse el problema de decisién.

Teorema 2.15 Sean P un n-gono convezro, R un m-gono convexo, con P C

R, y a € [0,5) un valor angular. Es posible detectar si P puede ser visto

desde R con calidad o en tiempo O(min(nlogm,n 4+ m,n + nlogX)).
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principio(s; final(q,)

final(s,)
Figura 2.13: Caso en que principio(cy) € s1 \ sg. Si el tamafo de
S y de recubr(principio(ci)) no fuera el mismo, principio(c;) no
serfa contiguo a principio(sy).

Demostracion: Considérese, para cada lado I de P, su punto critico de
disparo gz, esto es, el punto de interseccién de las semirrectas iy y di. Tres
son las maneras posibles de detectar si todos los puntos g; se encuentran en
el interior de R.

Por una parte, es posible decidir si cada ¢ es interior a R en tiempo
O(log m), utilizando la convexidad de R [106]. Esto da lugar a un algoritmo
de complejidad O(nlogm).

Por otra parte, la convexidad de P comporta que los puntos qi,...,qn
formen un poligono simple, (). Puede calcularse la envolvente convexa de )
en tiempo O(n) para luego decidir si estd contenida en R en tiempo O(n+m)
[106].

Finalmente, se puede hallar la interseccién sobre dR de todas las semi-
rrectas d; (Figura 2.16). Recuérdese que cada d; forma dngulo a con su
lado correspondiente en P, [;. Desde cada punto de corte con OR se traza el
segmento que lo une al otro extremo de su lado I; corrspondiente, se mide
el angulo §; que se forma y se comprueba que sea mayor que «. Si alguno
no lo es, el poligono P no es visible con calidad « desde R.

Esto puede hacerse en tiempo O(n + nlog %) adoptando la técnica de
[23] del modo siguiente. Primero se halla, en tiempo O(m), el lado de R al
que corta la semirrecta d;, correspondiente al primer lado de P, asi como
su punto de corte. Localizado el lado r; de R que contiene al punto de
corte de la semirrecta d;_; con OR, se puede hallar el lado r;,, que corta
a la semirrecta d; estudiando sucesivamente la posicién relativa de d; y los
lados 7j,7j11,7j42,7j+4,---,Tjsot,- .., hasta que se halla un valor de ¢ tal
que: o bien d; corta a rj o, en cuyo caso se calcula el punto de corte en
tiempo constante, o bien 7 9¢ queda a la izquierda de d;, en cuyo caso
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v 'k

Figura 2.15: El intervalo de a-factibilidad de un lado de P.

el punto de corte se encuentra entre r;, 5t-1 y 7;40¢, y puede calcularse por
biisqueda binaria en tiempo O(log((542%) —(j+2'1))) = O(log 27 1) = O(¢)
(supuesto que ¢t > 1, claro estd). La deteccién del valor de ¢ adecuado, a su
vez, requiere detectar la posicion relativa de d; y ¢t + 2 lados, luego puede
llevarse a cabo en tiempo O(t).

En resumen, el coste de calcular el punto de interseccién con OR de d; a
partir del de d;_; es O(max(1,t)), es decir, O(max(1,log h;)). Puesto que

S
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Figura 2.16: Para cada lado I; de P, se prolonga d; hasta cortar
a OR. Desde el punto de corte se calcula el dngulo con que se ve
l;. Si es inferior a «, el poligono P no es visible desde R con la
calidad requerida.

el coste total del algoritmo es

n
O(logm + Zmax(l, logh;)) = O(logm + Z 1+ Z log h;)
i=2 hi<2  h;>2

= O(logm + n + nlog @)
n
= O(n+nlog m).
n

O

El problema de optimizacién asociado a este problema de decisién es el
de determinar el valor miximo de la calidad con que puede verse P desde
R.

Teorema 2.16 Sea P un n-gono convero, y R un m-gono convexo, con
P C R. El valor mdzimo del dngulo a con que es posible ver a P desde R
puede hallarse en tiempo O(min(nlogm,n 4+ m,n + nlog =)).

Demostracion: Considérese la mediatriz, m;, de cada lado [; de P. EI punto
medio de [; determina dos semirrectas en m;, de las cuales se considera la
exterior a P. Esta semirrecta corta a 0R en un punto ¢; que define la calidad
méxima, «;, para el lado [; (véase la Figura 2.17). Témese a« = min;—1__,, ;.

Una vez més, el cdlculo de los puntos ¢g; puede hacerse de tres maneras.
Por la convexidad de R, la interseccion de cada mediatriz m; con R puede
computarse en tiempo O(logm), dando lugar a un algoritmo de compleji-
dad O(nlogm). Ahora bien, por la convexidad de P, las mediatrices m;
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Figura 2.17: Para cada lado I; de P, se prolonga la mediatriz m;
hasta cortar a 0R. En el punto de corte, ¢;, se obtiene el valor
méximo del dngulo con que se ve [; desde R.

estan ordenadas y, al ser también R convexo, los puntos ¢; aparecen en el
mismo orden en JR. Por consiguiente, pueden ser hallados ordenadamente
en tiempo O(n + m) mediante un algoritmo que recorra, alternativamente,
los lados de P y R. Por ultimo, un mecanismo totalmente andlogo al usado
en el Teorema 2.15 permite hallar los puntos g; en tiempo O(n + nlog ).

O

A diferencia del caso de la visién externa sin restricciones, aqui no tiene
sentido plantearse el problema combinatorio de optimizacién, puesto que,
para una calidad « fijada, siempre es posible encontrar poligonos P y R
tales que P no puede ser visto desde R con calidad « (y también poligonos
tales que, para ser vistos con calidad « desde R, requieren tantos puntos de
vista como lados).

Tiene interés, en cambio, determinar el nimero minimo de puntos de
vista necesario en cada caso, asi como sus posibles ubicaciones. El resultado
es muy parecido al del caso sin restricciones.

Teorema 2.17 Sean P un n-gono convexo, R un m-gono convexo, con P C

R, y a €[0,%) un valor angular. Es posible determinar el nimero minimo

de puntos de vista, situados en R, necesarios para visualizar, con calidad .,

el poligono P, asi como localizar ubicaciones posibles para ellos en tiempo
s m

O(min(n log m,n +m,nlog )).

Demostracion: La unica diferencia entre este problema y el del Teorema
2.9, en que se planteaba la cuestién sin restriciones sobre la ubicaciéon de
los puntos de vista, consiste en que las cadenas a-visibles maximales con las
que se pretende formar un recubrimiento minimo de P no se detectan por
interseccién sucesiva de las semirrectas iy y dg, sino por la interseccion suce-
siva de los intervalos de factibilidad I} determinados sobre OR (recuérdese
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la Figura 2.15). En consecuencia, el algoritmo que resuelve el problema en
este caso es muy similar al que lo resuelve en ausencia de restricciones. La
unica modificacién a hacer se refiere al cdlculo de las cadenas maximales.

1. Hallar todas las cadenas a-maximales a la derecha, y un punto de vista
para cada una:

(a) Para k = 1,...,n, hallar Ij, el intervalo de a-factibilidad de I
sobre JR.

(b) Inicializar k =1, j = 2,

(c) Mientras k < n hacer

o [ =1,
e Mientras I N I; # 0, hacer
—I=1In1I;,
—-j=j+1
e fin(k) =7, (* la cadena {lg,...,l;j—1} es maximal *)
e punto(k) = v, (* cualquier punto v € I *)
o k=k+1.

2. Hallar un a-ciclo de P:

(a) Inicializar L = {1}, j = fin(1).
(b) Mientras j ¢ L hacer
e L=LU{j},
o j=fin(j).
3. Usar el ciclo para producir un a-recubrimiento minimo:

(a) Inicializar L = {j}, k = fin(j).

(b) Mientras (j <k < fin(j)) = falso hacer
o [ =LU{k},
e k= fin(k).

4. Producir la salida:
e Devolver todos los pares (k, punto(k)) con k € L.

Excepto el paso 1(a), todos los pasos del algoritmo se llevan a cabo en
tiempo O(n). Es el mencionado paso, es decir, el cilculo del intervalo de
factibilidad de cada lado de P, el que puede realizarse de los habituales tres
modos, puesto que no consiste mas que en cortar la frontera de R con las
semirrectas izquierda y derecha de cada lado de P, dando lugar a las tres
complejidades anunciadas.

Por lo que se refiere a la correccién del algoritmo, ésta es evidente a
partir de la del algoritmo descrito para el caso sin restricciones. O
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2.1.4 Visién interna de poligonos convexos

La visién de calidad de poligonos convexos desde puntos de vista situados en
su interior resulta ser un problema matizadamente distinto del de la visién
exterior. En primer lugar, puede ocurrir que un poligono no pueda ser visto
con calidad o para un valor de « € [0, §) determinado, como se muestra en
la Figura 2.18. Por consiguiente, tiene sentido plantearse la resolucién del

Figura 2.18: Un poligono convexo que no puede ser visto con
calidad « desde su interior.

problema de decisién y del problema de maximizacién de la calidad.

Teorema 2.18 Dado un poligono convero P de n lados y un valor angular
a €[0,%), en tiempo O(nlogn) es posible decidir si P puede ser visto con
calidad « desde su interior.

Demostracion: Tal como se ilustra en la Figura 2.18, no hay méas que detec-
tar, para cada lado [ de P, si su punto critico de disparo, ¢ (interseccién de
las dos semirrectas ¢ y d correspondientes a [), es 0 no interior a P. Por la
convexidad de P, esto puede hacerse en tiempo O(logn) por punto. (|

Teorema 2.19 Dado un poligono convexo P de n lados, es posible determi-
nar en tiempo O(nlogn) el valor mdzimo de la calidad « con que P puede
ser visto desde su interior.

Demostracion: Para cada lado [;, se determina la calidad maxima, «;, con
que I; puede ser visto desde el interior de P, intersecando la mediatriz de [;
con la frontera de P en tiempo O(logn). El punto de interseccién determina
el dngulo ;. La calidad maxima con que P puede ser visto desde su interior
es o = min;—i._ ., ;. O

En ambos casos, no parece probable que exista un algoritmo lineal pa-
ra resolver la cuestidn, puesto que los puntos criticos ¢; pueden formar un
poligono no simple, y las intersecciones de las mediatrices pueden no produ-
cirse de forma correlativa.

Para seguir con las diferencias entre la vision exterior y la visién inte-
rior de poligonos convexos, veremos a continuacién que en este caso es el
problema combinatorio el que no tiene interés.
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Teorema 2.20 Para cualesquiera valores de n y « € [0, 5), siempre existe
un n-gono convero que necesita n puntos de vista para ser visto con calidad
a desde su interior.

Demostracion: En la Figura 2.19 se esquematiza la construccién de tal po-
ligono. Se trata de enfrentar dos cadenas convexas, con la mitad de los n

Figura 2.19: Esquema de un poligono convexo que requiere un
punto de vista por lado para ser visto con calidad a desde su inte-
rior.

vértices cada una, de tal manera que cada lado requiera su propio punto de
vista. [l

Finalmente, ndtese otra diferencia entre la visién interna y externa de
poligonos convexos: mientras la visién externa de dos lados del convexo con
una determinada calidad implica la visiéon de su entera cadena intermedia
con al menos la misma calidad, en la visién interna puede muy bien ocurrir
que desde un punto de vista se vean dos lados con calidad « mientras que
ciertas porciones de la cadena de lados intermedia se ven con calidad inferior
a «, tal como se muestra en la Figura 2.20

Figura 2.20: Los lados a y ¢ del poligono convexo P se ven con
calidad « desde v, mientras que b se ve con calidad inferior a a.

Si se considera cada punto de vista como responsable de ver sélo una
cadena conexa de lados con la calidad deseada, el algoritmo de minimizacién
del Teorema 2.9 o, incluso mejor, el del Teorema 2.17 puede adaptarse para
este caso.
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Teorema 2.21 Dado un n-gono convezo P y un valor angular o € [0, 5),
en tiempo O(n log? n) es posible determinar el nimero minimo de puntos de
vista, situados en el interior de P, que permiten visualizar P con calidad «,
asi como localizar ubicaciones posibles para ellos.

Demostracion: Como ya ocurrié al adaptar el algoritmo de minimizacién
del caso de la visidn externa libre al caso con restricciones, la unica diferen-
cia radica en el modo de obtener las cadenas maximales de lados a-visibles.
Para este caso, de visién interna, cada lado [ es visible desde un intervalo
I de la frontera de P determinado por las dos semirrectas 7 y d. El proble-
ma, es que, conforme se recorren los lados consecutivos de P, sus intervalos
correspondientes no avanzan, a su vez, por la frontera de P de modo conse-
cutivo. Por consiguiente, hallar todas las cadenas maximales consiste en ir
intersecando intervalos de 9P que, en general, no aparecen ordenados.

1. Hallar todas las cadenas a-maximales a la derecha, y un punto de vista
para cada una:

(a) Para k = 1,...,n, hallar Iy, el intervalo de a-factibilidad de Iy,
sobre OP.

(b) Inicializar k=1, j =2, Iy =0, I = I,

(c) Mientras k < n hacer

o [ =T\1I; 4,
e Mientras I N I; # 0, hacer
~I=1InI,,
- Jj=J+L
o fin(k) =7, (* la cadena {l,...,l;_1} es maximal *)
e punto(k) = v, (* cualquier punto v € I *)
e k=Fk+1.

2. Hallar un a-ciclo de P:

(a) Inicializar L = {1}, j = fin(1).
(b) Mientras j ¢ L hacer
e L=LU{j},
o j = fin(j).
3. Usar el ciclo para producir un a-recubrimiento minimo:

(a) Inicializar L = {j}, k = fin(j).

(b) Mientras (j < k < fin(j)) = falso hacer
o L =LU{k},
e k= fin(k).
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4. Producir la salida:
e Devolver todos los pares (k, punto(k)) con k € L.

Las intersecciones del paso 1(c) del algoritmo son la tnica novedad de
éste. Como la interseccién de estos intervalos puede resolverse manteniendo
dindmicamente la interseccién de los semiplanos que los determinan [105],
la complejidad del algoritmo sube a O(nlog?n). O

Antes de proseguir cabe comentar el hecho de que, a diferencia de la
visidn externa, la visién interna de poligonos permite plantear el problema
de la calidad también en términos de un tnico punto de vista que capture
el entero poligono con la calidad deseada.

El problema de decisién de si un poligono puede ser visto con determina-
da calidad con un tnico punto de vista situado en su interior consiste no ya
en determinar si cada lado puede ser visto con la calidad deseada, es decir,
si todos los puntos criticos g; se encuentran en el interior del poligono, sino
en decidir si las regiones de a-factibilidad de todos los lados tienen algin
punto en comun que utilizar como inico punto de vista.

Teorema 2.22 Dado un poligono convexo P de n lados, y un valor angular
a € [0,%), en tiempo O(n) es posible decidir si existe algin punto de vista,
situado en el interior de P, desde el cual P es visto con calidad .

Demostracion: Para cada lado [, se consideran tres semiplanos. El primero
estd determinado por el mismo [, y es el que contiene a P. Los otros dos son
los determinados por las semirrectas 7 y d (con origen en los extremos de [
y formando dngulo « con [) y son los que no contienen a [. Determinar si
existe algin punto de P que ve a todos sus lados con calidad « es equivalente
a determinar si los 3n semiplanos asi definidos tienen interseccién no vacia.
Esto puede resolverse por programacién lineal [88] o también mediante el
algoritmo mas directo del Capitulo 4 (Teorema 4.13). O

El problema de optimizacién consiste entonces en hallar el valor méximo
de la calidad « con que puede verse P desde un simple punto de vista situado
en su interior.

Teorema 2.23 Dado un poligono convexo P de n lados, es posible deter-
minar en tiempo O(nlogn) el valor mdzrimo de o € [0, %) que permite ver
P con calidad o desde un solo punto de vista situado en su interior.

Demostracion: Puesto que el problema de decision se resuelve por progra-

macion lineal, el de optimizacién puede resolverse en tiempo O(nlogn) por
busqueda paramétrica (parametric search) [2, 87]. O
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2.1.5 Visién de calidad de poligonos simples

Una vez estudiada la cuestién de la visibilidad tanto externa como interna de
los poligonos convexos, extender su estudio a poligonos simples cualesquiera
solo anade una pequena dificultad, y es que en el caso de poligonos simples
el hecho de que un punto v satisfaga la condicién angular para un lado ! no
implica necesariamente que v vea a [ (véase la Figura 2.21).

Figura 2.21: El punto v satisface la condicién angular para el lado
[, pero no lo ve.

Esta observacion estd en la base de los algoritmos que proponemos, em-
pezando por el que resuelve en problema de decision.

Teorema 2.24 Dado un poligono simple P de n lados y un valor angular
a € [0,5), es posible decidir si P es visible con calidad o desde su interior
en tiempo O(nlogn).

Demostracion: Tal como se ha hecho notar, para cada lado [ del poligono P
no basta con decidir si ¢, el punto critico de disparo con calidad « (el punto
de interseccién de las semirrectas i y d correspondientes a [), pertenece a
P: hay ademéds que asegurarse que ¢ ve a [ libremente (recuérdese la Figura
2.21). Para ello hay que asegurarse que ¢ ve a los dos extremos de [. Este
es el algoritmo propuesto:

1. Para cada lado [ de P, calcilese ¢, el punto critico de disparo con cali-
dad «a, que es la interseccion de las semirrectas ¢ y d correspondientes
al lado [.

2. Para cada lado [ de P, considérese la mediatriz de [ o, mejor dicho,
la semirrecta ¢ con origen en el punto medio de [, direccién la de la
mediatriz y sentido hacia el interior de P. Calciilese el primer lado de
OP interceptado por c. La Figura 2.22 resume la situacién:

e Si g es posterior a dicha intercepcién, ¢ no ve a [, ya sea porque es
exterior a P, ya sea porque, aun siendo interior, se produce cierta
obstruccion. Por consiguiente [ no puede ser visto con calidad «
desde el interior de P.
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e Si ¢ es anterior a dicha intercepcién, entonces, se consideran a y
b, los dos extremos de [, asi como las semirrectas con origen en
q que pasan por ¢ y por b. Hallese el primer punto en que cada
semirrecta corta a P. Si coincide, respectivamente, con a y con
b, entonces es posible ver el lado [ con la calidad deseada. En
caso contrario, un problema de obstruccién lo impide.

c C C C

a) b)

Figura 2.22: Al trazar la mediatriz del lado [ se detecta si a)
el punto critico ¢ no se encuentra en el interior de P o b) adn
encontrandose en P, ¢ no puede ver a [. En caso contrario, al
trazar los segmentos de ¢ a los extremos de [ se detecta si c) el
punto critico ¢ se encuentra en el interior de P, pero no ve a l, d)
el punto critico g ve a [.

3. El poligono P es visible con calidad « desde su interior si todos sus
lados lo son.

Analicemos la complejidad de este algoritmo. El primer paso requiere tiempo
O(n), puesto que el punto critico ¢ correspondiente a cada lado se puede
calcular en tiempo constante. En el segundo paso puede resolverse por ray-
shooting, tanto en lo que se refiere a intersecar P con la mediatriz ¢, como
en lo que se refiere a intersecarla con los segmentos ga y ¢b. Esto puede
hacerse en tiempo O(logn) por lado, previo preproceso lineal del poligono
[31, 32, 62]. En resumen, la complejidad total del algoritmo es O(nlogn).

O

Ademads, la visién externa y la visién interna de los poligonos simples
presenta las mismas dificultades, como se verd en seguida.

Teorema 2.25 Dado un poligono simple P de n lados, y un valor angular
a € [0,7), es posible decidir si P es visible con calidad o desde su exterior
en tiempo O(nlogn).

Demostracion: Los lados de P que pertenecen a la envolvente convexa se
comportan como los lados de un poligono convexo: pueden ser vistos con
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la calidad que se desee, con sélo alejar de ellos el punto de vista. Por
consiguiente, estos lados no presentan problema alguno.

En cuanto a los lados que pertenecen a un “bolsillo”, la cuestién es
muy semejante a la planteada en el Teorema 2.24: si su punto critico g
se encuentra en el bolsillo, el problema se reduce al de la visién interior
de poligonos simples. La diferencia se presenta sélo en el caso en que ¢
se encuentra en el exterior de la envolvente convexa de P. Una pequena
modificacion del algoritmo del Teorema 2.24 resuelve el problema:

1. Se calcula la envolvente convexa de P, determinando asi cudles son los
lados de P que forman parte de la envolvente y cudles son interiores a
bolsillos.

2. Para cada ¢ = 1,...,n se considera el lado p;p;;1 so6lo si es interior
a un bolsillo. Se calcula entonces su punto critico ¢, interseccién de
las semirrectas ¢ y d, asi como el primer punto en que la semirrecta c,
mediatriz exterior del lado, intercepta a la frontera del bolsillo.

e Si g es anterior en ¢ al punto de intercepcion, se procede como
en el caso de visién interior: hay que decidir si ¢ ve al lado [
desde el interior del bolsillo. Esto se resuelve determinando, por
ray-shooting en el bolsillo, si los segmentos de ¢ a los extremos
de [ estan libres de oclusién.

e Si ¢ es posterior en ¢ al punto de intercepcién, dos son los casos
a considerar:

— Si el punto de intercepcién de ¢ y la frontera del bolsillo se
encuentra sobre un lado del poligono, ¢ no puede ver a [, al
igual que ocurria en el caso de la visiéon interior.

— Si el punto de intercepcién de ¢ y la frontera del bolsillo se
encuentra sobre el lado ¢t de la envolvente convexa de P que
cierra el bolsillo, entonces se consideran las semirrectas 7 y d
que definen el punto ¢ y se cortan con ¢ en dos puntos, t; y tg
respectivamente. Se decide si g ve al lado [ libremente deter-
minando, por ray-shooting en el bolsillo, si los segmentos que
unen, respectivamente, el punto ¢; con el extremo izquierdo
de [, y el punto ¢4 con el extremo derecho de [/ estdn libres de
oclusién. La Figura 2.23 ilustra este caso.

3. El poligono es visible desde su exterior con calidad « si todos sus lados
lo son.

La complejidad de este algoritmo es O(nlogn), puesto que sélo presenta
dos diferencias con el del Teorema 2.24. La primera es el cémputo de la
envolvente convexa del poligono P en el paso 1, que puede llevarse a cabo
en tiempo O(n) [106]. La segunda es que el ray-shooting debe llevarse a cabo
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Figura 2.23: Cémo decidir si ¢ ve a I cuando la mediatriz de !
corta al segmento ¢ que cierra el bolsillo antes de pasar por q.

en cada bolsillo, y no en el interior del poligono. Como ha quedado dicho,
esto puede hacerse en tiempo logaritmico en el tamano de cada bolsillo,
previo preproceso lineal del mismo. Por consiguiente, si llamamos B(l) al
bolsillo que contiene a cada lado [, el coste total es

Z O(log(tamano de B(l))) = Z O(logn) = O(nlogn),
[ lado [ lado

previo preproceso de coste

Z O(tamano de B) = O(n).
B bolsillo

En resumen, la complejidad total del problema es O(nlogn). O

Una. vez resuelto el problema de decision, se ofrece una solucién del de
optimizaciéon que, como se verd, se basa en los mismos principios.

Teorema 2.26 Dado un poligono simple P de n lados, es posible determi-
nar el valor mdzimo de la calidad o € [0, 5) con que P puede ser visto desde

su interior en tiempo O(nlogn).

Demostracion: Para cada lado [ de P, el problema de hallar el valor méximo
de la calidad a con que es posible ver el lado desde el interior de P es
equivalente al de hallar el tridngulo isésceles de drea maxima que tiene como
base el lado [ y estd contenido en P (Figura 2.24).

El procedimiento para calcular la calidad maxima con que puede ser
visto P es, pues, el siguiente:
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R R+1

Figura 2.24: El punto s determina el valor méximo de « para el
lado 1.

1. Para cada ¢ = 1,...,n, se considera la mediatriz del lado p;p;;1 o,
més concretamente, la semirrecta ¢; con origen en el punto medio de
DiPi+1, direccion la de la mediatriz y sentido hacia el interior de P. Se
calcula g;, el primer punto de interseccién de la semirrecta ¢; con 9P.

2. Paracadai =1,...,n, se considera el camino méas corto (shortest path)
de cada extremo del segmento p;p; 11 a ¢;, y se calculan sus respectivos
primeros vértices. Sea u; el primer vértice del camino més corto de p;
a q;, y v; el del camino de p; 11 a g;.

3. Para cada i =1,...,n, se prolonga el segmento p;u; hasta cortar a ¢;
en un punto r;, y se prolonga el segmento p;;1v; hasta cortar a ¢; en
un punto s;. De estos dos puntos, el més cercano a p;p; 11 determina
«;, el dngulo miximo con que puede ser visto el lado p;p;+1 desde el
interior de P.

4. La calidad méxima con que puede ser visto P desde su interior es
Q= Minj—1. 5 Q.

Estudiemos la complejidad de este algoritmo. El paso 1 puede resolverse
por ray-shooting en tiempo O(logn) por lado, previo preproceso lineal del
poligono [31, 32, 62]. También el paso 2 puede llevarse a cabo en tiempo
O(logn) por lado, previo preproceso lineal [59]. El resto del algoritmo se
resuelve en tiempo O(n). En resumen, la complejidad total del problema es
O(nlogn). O

Ya se ha insinuado que la vision de poligonos simples desde el exterior y
desde el interior no presentan grandes diferencias, y asi se ha comprobado
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en el caso del problema de decisién. Véase ahora cémo una pequena modi-
ficacion del algoritmo anterior permite resolver el problema de optimizacién
de la calidad de la visién externa.

Teorema 2.27 Dado un poligono simple P de n lados, es posible determi-
nar el valor mdzimo de la calidad o € [0, 5) con que P puede ser visto desde
su exterior en tiempo O(nlogn).

Demostracion: La determinacién de la calidad con que un lado de P puede
ser visto desde el exterior depende de si el lado pertenece a la envolvente
convexa de P o a un bolsillo.

Los lados de la envolvente convexa se comportan como los lados de un
poligono convexo: pueden ser vistos con la calidad que se desee, con sélo
alejar de ellos el punto de vista. Por consiguiente, estos lados no introducen
restriccién alguna sobre la calidad méxima con que puede verse el poligono
desde su exterior.

En cuanto a los lados que pertenecen a un bolsillo, la cuestién es muy
semejante a la planteada en el Teorema 2.26: si el punto de vista se sitda en
el bolsillo, el problema se reduce al de la visién interior de poligonos simples.
La diferencia se presenta sélo en el caso en que el punto de vista se sitia
en el exterior de la envolvente convexa de P. En todo caso, el problema de
hallar el valor maximo de la calidad & con que un lado [ de un bolsillo de P
puede ser visto desde el exterior de P es equivalente al de hallar el tridngulo
isésceles de area maxima, con base en el lado I, y contenido en el exterior
de P.

Una pequena modificaciéon del algoritmo del Teorema 2.26 resuelve el
problema:

1. Se calcula la envolvente convexa de P, determinando asi cudles son los
lados de P que forman parte de la envolvente y cudles son interiores a
bolsillos.

2. Para cada ¢ =1,...,n se considera el lado p;p;11 sélo si es interior a
un bolsillo. Se considera entonces la mediatriz del lado p;p; 11 0, més
concretamente, la semirrecta c¢; con origen en el punto medio de p;p;+1,
direccion la de la mediatriz y sentido hacia el exterior de P. Se calcula
el primer punto, g;, de interseccién de la semirrecta ¢; con 9P.

e Si el punto de corte g; se encuentra sobre un lado de P, el proceso
es andlogo al del algoritmo del Teorema 2.26 (Figura 2.25):

(a) Se considera el camino més corto (shortest path) de cada
extremo del segmento p;p; 11 a q; y se calculan sus respectivos
primeros vértices. Sea u; el primer vértice del camino mas
corto de p; a q;, y v; el del camino de p; 11 a g;.
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Figura 2.25: El punto s determina el valor méximo de « para el
lado 1.

(b) Se prolonga el segmento p;u; hasta cortar a ¢; en un punto r;,
y se prolonga el segmento p;1v; hasta cortar a ¢; en un punto
s;. De estos dos puntos, el mas cercano a p;p;11 determina
«;, el dngulo maximo con que puede ser visto el lado p;p; 11
desde el exterior de P.

e Si el punto de corte ¢; se encuentra sobre el lado ¢ de la envol-
vente convexa de P que cierra el bolsillo, el proceso requiere una
pequena modificacién (Figura 2.26):

Figura 2.26: El punto s determina el valor méximo de « para el
lado I.

(a) Se considera el camino mds corto (shortest path) de cada ex-
tremo del segmento p;p;+1 al correspondiente extremo de ¢
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(el més cercano en el orden circular) y se calculan sus respec-
tivos primeros vértices. Sea u; el primer vértice del camino
més corto de p; al extremo correspondiente de ¢, y v; el del
camino de p; ;1 al otro extremo de t.

(b) Se prolonga el segmento p;u; hasta cortar a ¢; en un punto r;,
y se prolonga el segmento p;1v; hasta cortar a ¢; en un punto
s;. De estos dos puntos, el mas cercano a p;p; 11 determina
oy, el angulo maximo con que puede ser visto el lado p;p; 11
desde el exterior de P.

3. La calidad maxima con que puede ser visto P desde su exterior es
Q= minj=1 . ®;.

La complejidad de este algoritmo es O(nlogn), puesto que sélo presenta
dos diferencias con el del Teorema 2.26. La primera es el cémputo de la
envolvente convexa del poligono P en el paso 1, que puede llevarse a cabo
en tiempo O(n) [106]. La segunda es que el ray-shooting y la deteccién del
primer vértice de cada camino minimo deben llevarse a cabo en cada bolsillo,
y no en el interior del poligono. Como ha quedado dicho, esto puede hacerse
en tiempo logaritmico en el tamano de cada bolsillo, previo preproceso lineal
del mismo. Por consiguiente, el coste total es

Z O(log(tamano de B)) = Z O(logn) = O(nlogn),
[ lado [ lado

previo preproceso de coste

Z O(tamano de B) = O(n).
B bolsillo

En resumen, la complejidad total del problema es O(nlogn). O

Por lo que se refiere al problema combinatorio, el resultado obtenido
para la vision interna de poligonos convexos tiene consecuencias inmediatas.
Teorema 2.28 Para cualesquiera valores de n y o € [0, 5), siempre existe
un poligono simple de n lados que necesita n puntos de vista para ser visto
con calidad o desde su interior, asi como uno que necesita n puntos de vista
para ser visto con calidad o desde su exterior.

Demostracion: Por lo que se refiere a la visién interna, el resultado es un
corolario inmediato del Teorema 2.20. En cuanto a la visién externa, una
pequena modificacién del ejemplo alli propuesto resuelve la cuestién. Con-
sidérese el esquema de la Figura 2.19, pero ahora con las dos cadenas en-
frentadas de forma céncava, y de tal modo que la distancia vertical entre los
vértices vaya creciendo de derecha a izquierda. Eliminese el lado que cierra
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Figura 2.27: Un poligono simple que requiere un punto de vista
por cada lado para ser visto con calidad a desde su exterior.

el poligono a la izquierda. El resultado serd un bolsillo de un poligono simple
que puede completarse con sélo anadir dos lados més (véase el esquema de
la Figura 2.27). O

Veamos cémo obtener, para cada poligono simple, el niimero minimo de
puntos de vista que permiten verlo con cierta calidad prefijada. Empecemos
estudiando la cuestién para el caso de la visién interna. Recuérdese que
en los apartados anteriores se establecié que la solucién consiste en hallar,
para cada lado [ del poligono, la cadena visible con la calidad requerida que
empieza en [ y es maximal a la derecha. Un recubrimiento de tamano minimo
se obtiene, entonces, a partir de cualquier ciclo de cadenas maximales de este
tipo. Por consiguiente, el algoritmo que se propone es, en esencia, el mismo
de los Teoremas 2.9, 2.17 y 2.21. La unica diferencia radica en el método
que debe usarse para hallar las cadenas maximales.

Teorema 2.29 Dado un poligono simple P de n lados y un valor angular
a €10,%), en tiempo O(n?log?n) es posible determinar el niimero minimo
de puntos de vista, situados en el interior de P, que permiten visualizar P
con calidad o, asi como localizar ubicaciones posibles para ellos.

Demostracion: El esquema general del algoritmo es el siguiente:
1. Hallar todas las cadenas a-maximales a la derecha, y un punto de vista
para cada una:

Para k =1,...,n, hallar

o fin(k) =7, (* la cadena {l,...,l;_1} es maximal *)
e punto(k) = v, (* un punto v de la regién de a-factibilidad
de la cadena {l,...,l;—1} *)

2. Hallar un a-ciclo de P:

(a) Inicializar L = {1}, j = fin(1).
(b) Mientras j ¢ L hacer

. L=LU{j},

o j = fin(j).

93



3. Usar el ciclo para producir un a-recubrimiento minimo:
(a) Inicializar L = {j}, k = fin(j).
(b) Mientras (j < k < fin(j)) = falso hacer
o L =LU{k},
e k= fin(k).
4. Producir la salida:

e Devolver todos los pares (k, punto(k)) con k € L.

La cuestién es cémo hallar las cadenas a-maximales a la derecha para el
caso de poligonos simples que se visualizan desde su interior. Cada lado [ del
poligono P puede verse con calidad « desde una regién del interior de P que
podemos llamar a-regién de factibilidad interior de ! (Figura 2.28). Dicha

Figura 2.28: La regién de a-factibilidad interior del lado I.

regién es la interseccion de las dos regiones de visibilidad de los extremos de
[ con la regién angular definida por las semirrectas ¢ y d.

El algoritmo podria consistir en calcular cada una de las regiones para
después ir intersecando las regiones correspondientes a lados contiguos has-
ta que el resultado fura una regién vacia. Esto se podria volver a hacer,
una y otra vez, empezando por cada lado. Este procedimiento resolveria el
problema, pero a un alto coste.

En vez de eso, se triangula el poligono y se mantiene, para cada tridngulo,
la informacion de su interseccidn con la regién de a-factibilidad interior de
cada lado. Esto representa guardar para cada tridngulo la informacién de,
como mucho, seis semiplanos por lado: dos por la region de visibilidad de
cada uno de los extremos del lado y otros dos por ¢ y d. Esta informacién
puede obtenerse en tiempo O(n?), puesto que el poligono de visibilidad de
cada vértice se puede calcular en tiempo O(n) [27, 48]. Finalmente, todas las
cadenas maximales se obtienen en tiempo O(n?log? n), usando un algoritmo
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como el de [105], que mantenga dindmicamente, en tiempo O(nlog?n), la
interseccién de los semiplanos en cada tridngulo (los tridngulos son n — 3).

Asi pues, el primer paso del algoritmo, es decir, el computo de todas las
cadenas maximales, es lo que determina el coste del algoritmo, puesto que
los pasos subsiguientes tienen coste lineal. (|

Algo parecido puede hacerse para el caso de la visién externa.

Teorema 2.30 Dado un poligono simple P de n lados y un valor angular
a €10,%), en tiempo O(n?log?n) es posible determinar el nimero minimo
de puntos de vista, situados en el exterior de P, que permiten visualizar P
con calidad o, asi como localizar ubicaciones posibles para ellos.

Demostracion: Ya se ha hecho notar que los lados del poligono que perte-
necen a la envolvente convexa del mismo se comportan como en el caso de
la visién externa de poligonos convexos. Dicho con mas precisién, las ca-
denas maximales que contienen al menos un lado de la envolvente convexa
son sencillas de manejar, porque sus regiones de a-factibilidad exterior se
obtienen por interseccién de semiplanos (exteriores a la envolvente convexa
del poligono). Los semiplanos involucrados en una tal cadena son sencillos
de calcular: para cada lado de la envolvente convexa del poligono, no son
més que los determinados por sus semirrectas ¢ y d. Si, en cambio, conside-
ramos un lado ! de un bolsillo, los semiplanos que determinan su a-regién
de visibilidad, exterior a la envolvente convexa del poligono, son cinco: dos
estdn determinados por las semirrectas 7 y d, otros dos estdn determinados
por cada extremo de [ y el primer vértice del camino mas corto que lo une
con el extremo correspondiente del lado ¢ que cierra el bolsillo, y el tltimo
estd determinado por el lado ¢ mismo (Figura 2.29).

Figura 2.29: La regién de a-factibilidad, exterior a la envolvente
convexa de P, del lado .

En resumen, los semiplanos a considerar, para cada lado, cuando se es-
tudia su a-visibilidad desde puntos exteriores a la envolvente convexa del
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poligono, se pueden obtener en tiempo O(logn), previo cémputo de la en-
volvente convexa y preproceso lineal de los bolsillos [59]. Un poligono que
no tuviera, pues, cadenas maximales completamente comprendidas en un
bolsillo, se podria estudiar en tiempo O(nlog®n), mediante un algoritmo
como el de [105], que mantiene dindmicamente, en tiempo O(n log?n), la in-
terseccién de los semiplanos necesarios para calcular cada cadena maximal.

Pero debemos considerar la posibilidad de la existencia de cadenas ma-
ximales completamente comprendidas en un bolsillo. La region de a-facti-
bilidad externa de una tal cadena no es ni siquiera necesariamente convexa,
como muestra la Figura 2.30. Sin embargo, la regién de a-factibilidad de

Figura 2.30: La regién de a-factibilidad de un lado [ interior a un
bolsillo no tiene por qué ser convexa.

cualquier cadena totalmente comprendida en un bolsillo puede descompo-
nerse en dos partes: una exterior a la envolvente convexa y otra interior
al bolsillo. La exterior es, una vez mads, una interseccién de semiplanos del
tipo antes analizado. La interior es una regién de a-factibilidad interna a un
bolsillo, y por consiguiente le son de aplicacién todas las consideraciones he-
chas sobre la visién interna de poligonos simples (en particular, el Teorema
2.29).

En conclusién, las cadenas maximales de a-vision externa de un poligono
simple pueden calcularse en tiempo O(n? log? n), con s6lo estudiar por sepa-
rado las regiones de a-factibilidad interior y exterior a la envolvente convexa
del poligono. O
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2.2 Visién de calidad en el espacio tridimensional

Esta seccion se dedica al estudio de problemas de visién de calidad, andlogos
a los de la seccién anterior, en tres dimensiones. La calidad se define, como
en el caso bidimensional, en términos del 4ngulo de incidencia de la linea de
visién con la superficie a visualizar.

Definicién 2.31 Sea v un punto cualquiera del espacio, o € [0,7/2) un
valor angular, y p un punto sobre un plano w. Diremos que el punto p € w
es visto con calidad o desde v si p es visible desde v y el dngulo de incidencia

de la linea de vision Up con el plano w es estrictamente mayor que « (Figura
2.81).

Figura 2.31: El punto de vista v ve el punto p € 7 con calidad a.

Notese que, fijados a y p € w, el lugar geométrico de los puntos del
espacio que ven p con calidad « es la regién abierta delimitada por el cono
de vértice en p, eje perpendicular a m y dngulo de apertura 7 — 2a. En la
Figura 2.32 se representa la porcién de dicho cono contenida en uno de los
dos semiespacios definidos por 7.

Figura 2.32: El lugar geométrico de los puntos de vista v del
semiespacio superior que ven el punto p € w con calidad a.

Definicion 2.32 Sea C' un conjunto de puntos de un plano w, v un punto
cualquiera del espacio, y a € [0,7/2) un valor angular. Diremos que el
conjunto C' es visto con calidad o desde v si cada uno de los puntos de C
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es visto desde v con la mencionada calidad. La calidad con que v ve C' es el
minimo de las calidades con que ve los puntos de C':

o(v, €) = min a(v, p),

donde a(v,p) es la calidad con que v ve p.

Considérese, pues, un conjunto C' de puntos del plano 7 (una nube, un
segmento, un poligono,...). La primera gran diferencia con el caso bidimen-
sional se presenta al estudiar el lugar geométrico de los puntos del espacio
que ven C' con calidad a. Se trata de la interseccién de los conos corres-
pondientes a todos los puntos de C, es decir, no ya de un nuevo cono (como
ocurre en el caso plano), sino de una regién harto mas complicada que se
describe a continuacién.

En primer lugar, nétese que sélo los conos correspondientes a puntos de
la envolvente de C son relevantes en la interseccién, puesto que si p y ¢
son dos puntos de C, la interseccién de sus conos estd contenida en el cono
correspondiente a cualquier punto x del segmento pq, tal como se ilustra en
la Figura 2.33.

p X q

Figura 2.33: Si z € pg, entonces el cono de z no interviene en la
interseccion.

En segundo lugar, se observa que la intersecciéon de las superficies de
los conos correspondientes a dos puntos p y ¢ cualesquiera es una hipérbola
que se proyecta en el plano 7 sobre la mediatriz del segmento pqg. El lugar
geométrico de los puntos de uno de los semiespacios definidos por = desde
los cuales se ven todos los puntos de C' con calidad « es una superficie cénica
a trozos tal que las curvas en que se encuentran los diversos trozos son arcos
de hipérbolas, que se proyectan sobre el plano 7 en el diagrama de Voronoi
de C' de los puntos més lejanos. Dicho de otra forma: mirando el arreglo de
conos desde z = 400, se ve el diagrama de Voronoi lejano de C.

Dado un conjunto de puntos C C m, estamos interesados en hallar, en
uno de los semiespacios definidos por m, el(los) punto(s) de cierta trayectoria
T que maximiza la calidad de la visién de C, esto es, el punto v en el que
se alcanza el valor

max a(v,C) = max ;réig a(v,p).
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Si la regién o trayectoria T en la que se puede mover el punto de vista
v es paralela al plano m (que supondremos es el plano z = 0), entonces el
problema se reduce a un problema métrico. Para demostrarlo, tomese p € 7,
situese el punto de vista v en uno de los dos semiespacios abiertos definidos
por m y considérese v’, la proyeccién ortogonal de v sobre w. Al mover el
punto de vista v en un plano paralelo a 7, el &ngulo con que v ve a p depende
unicamente de la distancia de v’ a p, tal como se ilustra en la Figura 2.34.

Figura 2.34: Si v se mueve paralelamente a 7, la calidad « se hace
mayor cuanto menor se hace la distancia x.

En cambio, si el punto de vista puede moverse en una regién no paralela
al conjunto C, el problema de maximizar la calidad no es equivalente al de
minimizar la distancia mdxima. Esto se puede constatar ficilmente pen-
sando el problema en una dimensiéon menos. Sea C' un conjunto de puntos
situados sobre una recta, y P un poligono convexo totalmente contenido en
uno de los semiplanos que ésta determina. En primer lugar, puede ocurrir
que el punto de P que minimiza la distancia maxima a los puntos de C ni
tan siquiera los vea a todos (Figura 2.35a) y, atin si los ve, puede no coincidir
con el punto que maximiza la calidad minima (Figura 2.35b).

a) b)

Figura 2.35: El punto del poligono P que minimiza la distancia
maxima a los puntos de C no coincide con el que maximiza la
calidad: a) el punto p minimiza la distancia méxima, pero no ve
a todos los puntos; b) el punto p minimiza la distancia maxima,
mientras que el punto ¢ maximiza la calidad minima.

Por todo lo dicho, convendra distinguir el caso en que el punto de vista se
sitia en una trayectoria o regién paralela al plano que contiene al conjunto
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C del caso, mas general, en que esto no ocurre.

2.2.1 Optimizacién de la calidad desde regiones paralelas

Cuando el punto de vista es libre de moverse a lo largo de una trayectoria o
regién paralela al plano que contiene el conjunto de puntos a visualizar, la
calidad de la vision depende exclusivamente de la distancia.

Teorema 2.33 Sea C' un conjunto de puntos situado sobre un plano .
Sea T una trayectoria o region paralela a w. El punto de T que mazimiza
la calidad minima de vision de los puntos de C' coincide con el punto que
minimiza la distancia mdxima a los puntos de C.

Demostracion: Tal como muestra la Figura 2.34, si llamamos h a la distancia
entre el plano m que contiene el conjunto de puntos C' y el plano 7’ que
contiene la trayectoria 7', el seno del dngulo & con que un punto v € T ve a
cada punto p € C'y la distancia d = d(v, p) son inversamente proporcionales:

sina = —.
d
Lo mismo puede decirse de la tangente de « y la distancia, z = d(v', p), de
la proyeccién ortogonal de v sobre 7 al punto p:

tana = —.
T

En consecuencia, el punto v en que se alcanza el valor

max min o(v, p)

coincide con el punto en que se alcanza el valor

minmaxd(v,p
min max d(v, p),
esto es, el valor

inmax d(v', p).
min max (v',p)

O

En primer lugar, consideraremos la cuestién de la maximizacién de la
calidad cuando el punto de vista es libre de moverse a lo largo de una recta
paralela al plano que contiene el conjunto de puntos a visualizar.

Teorema 2.34 Sea C un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea r
una recta paralela a w. El punto v de la recta r desde el cual se mazimiza
la calidad de vision de C puede hallarse en tiempo O(n). Lo mismo puede
decirse cuando r es un segmento o semirrecta.
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Demostracion: Sin pérdida de generalidad, consideraremos que el plano «
es el de ecuacién z = 0 y que r es una recta a distancia h de w. Tal
como ha quedado probado, el punto de r que maximiza la calidad de visién
de C esta sobre la vertical del punto de la recta r’, proyeccién de r sobre
m, que minimiza la distancia maxima a los puntos de C, esto es, sobre la
vertical del centro del minimo circulo contenedor de C restringido a 7/, que
puede hallarse en tiempo O(n) [88]. Si r es un segmento o semirrecta, se
resuelve el problema sobre la recta entera y se comprueba si el éptmino
hallado pertenece a r. En caso afrimativo, este es el éptimo sobre r. En
caso negativo, el 6ptimo sobre r es el extremo de r més cercano al 6ptimo
sobre la recta.

La técnica de Megiddo para hallar el centro del minimo circulo contene-
dor de una nube de puntos, restringido a una recta, es analizada y estudiada
con detalle en el Capitulo 4, de modo que no se hard hincapié aqui en los
detalles de la misma. Sin embargo, serd conveniente, para usos posterio-
res de técnicas similares a lo largo de esta misma seccion, recordar, aunque
sea de forma esquemadtica, los principios basicos que rigen el problema y su
solucién.

Para simplificar las ideas, supongamos que la recta tiene ecuaciéon y = 0.
Fijado un punto p; = (x;,y;) de la nube C (Figura 2.36), el cuadrado de la
distancia de los puntos de r a p; es una funcién d;(z) de grado dos:

di(z) = (x — z;)* + 42

El punto de la recta r que minimiza la distancia maxima a los puntos de C

Figura 2.36: La distancia de un punto v de la trayectoria r a los
puntos p; de la nube.

es el punto donde se alcanza el minimo de la funcién

d(z) = max d;(z),
i=1...n

es decir, el punto de ordenada minima de la envolvente superior del arreglo

de pardbolas correspondiente. Noétese, sin embargo, que las parabolas son

todas copias trasladadas de la misma. Por consiguiente, cada dos de ellas

se cortan a lo sumo en un punto, y esto explica que la técnica de Megiddo

para resolver problemas de programacion lineal les sea de aplicacion.
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Dicho en otras palabras: la técnica de Megiddo resuelve el problema de
minimizar la ordenada de la envolvente superior de un arreglo de rectas.
Nuestro problema consiste en minimizar la ordenada de la envolvente su-
perior de un arreglo de pardbolas. El hecho de que nuestras pardbolas se
corten dos a dos como mucho en un punto hace que se comporten, en algin
sentido, como rectas, y permite hallar el punto deseado sin necesidad de
construir la envolvente superior entera (cosa que tendria coste Q(nlogn)).

Més adelante, en esta misma seccidn, se aplicard un algoritmo semejante
a un arreglo de hipérbolas, aunque entonces la funcién a minimizar no ser4
la ordenada, sino cierta medida angular. Pero también entonces el hecho de
que las hipérbolas se corten cada dos en un tinico punto permitird que un
algoritmo semejante les sea de aplicacion. O

Pasemos, pues, a estudiar como se comporta la calidad cuando el punto
de vista es libre de moverse a lo largo de todo un plano paralelo al que
contiene al conjunto de puntos C.

Teorema 2.35 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea w'
un plano paralelo a w. El punto v del plano ' desde el cual se mazimiza la
calidad de vision de C puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Al igual que en el caso anterior, se trata de hallar el centro
del menor circulo que contiene a C, pero ahora sin restricciones (Figura
2.37). Este problema fue resuelto por Megiddo en [88].

z=h

z=0

Figura 2.37: Punto que da la calidad 6ptima desde un plano
paralelo.

Obsérvese que, fijado un punto p; = (z;,y;) de la nube C, el cuadrado
de la distancia de los puntos de 7 a p; es una funcién d;(x,y) de grado dos:

di(z,y) = (x — 2)* + (y — vi)*.

El punto de 7 que minimiza la distancia maxima a los puntos de C' es el
punto donde se alcanza el minimo de la funcién
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es decir, el punto de coordenada z minima de la envolvente superior del
arreglo de paraboloides correspondiente. Noétese, sin embargo, que los para-
boloides son todos copias trasladadas del mismo. O

Teorema 2.36 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea
P una poligonal o un poligono general de m lados, contenida en un plano
paralelo. El punto v de la poligonal P desde el cual se mazimiza la calidad
de vision de C puede hallarse en tiempo O((n+ m)log(n+m)+k), donde k
es el nimero de intersecciones de la poligonal P con el diagrama de Voronos
lejano de C.

Demostracion: Puesto que el problema puede plantearse en términos de
distancias, el resultado de [24] es aplicable. El algoritmo es el siguiente:

1. Se calcula el diagrama de Voronoi lejano [77] de la nube de puntos C
en el plano, en tiempo O(nlogn).

2. La poligonal P se proyecta sobre el plano 7 y se corta con el diagrama
de Voronoi en tiempo O((n+m)log(n+m)+k), donde k es el nimero
de intersecciones resultantes [27, 85].

3. La poligonal P queda asi descompuesta en m + k segmentos, cada uno
de los cuales se caracteriza por tener a un mismo punto de la nube C
como mas lejano. La minimizacién de la distancia méxima a C' desde
cada segmento puede, pues, hacerse en tiempo O(1).

4. Finalmente, se comparan los m + k candidatos para obtener el 6ptimo
sobre la poligonal.

La complejidad total de este algoritmo es O((n +m)log(n +m) + k). Aun-
que k = O(nm), este algoritmo, en muchos casos en que k es sustancial-
mente menor que nm, resulta mas conveniente que el algoritmo inmediato,
de complejidad O(nm), consistente en resolver el problema en cada uno de
los segmentos de la poligonal por separado, aplicando el Teorema 2.34, para
luego comparar los m candidatos obtenidos. O

Teorema 2.37 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea P
un poligono convexo de m lados, contenido en un plano paralelo. El punto
v del poligono P desde el cual se mazimiza la calidad de vision de C puede
hallarse en tiempo O(n + m).

Demostracion: Considérese la proyeccién ortogonal, P’, del poligono P,
sobre el plano 7. El punto buscado en P se proyecta en el punto de P’
que minimiza la distancia maxima a los puntos de C, esto es, el centro del
minimo circulo contenedor de C restringido a P’. Dicho punto puede hallarse
en tiempo O(n 4+ m), segin se prueba en el Teorema 4.3. El algoritmo que
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resuelve el problema es, una vez més, un algoritmo de poda y bisqueda del
mismo tipo que los Megiddo. (|

Antes de concluir con los problemas de optimizacion de la calidad desde
un plano paralelo, serd interesante hacer referencia a un problema un poco
distinto. Hasta ahora nos hemos preocupado de hallar el punto de una
trayectoria o regién desde el cual es posible captar en su integridad del
conjunto C' con la mayor calidad posible, como si se tratara de situar el
punto de vista para disparar la mejor fotografia posible. Tiene sentido, sin
embargo, preguntarse también por la trayectoria que da lugar a la mejor
filmacién posible, esto es, la trayectoria a lo largo de la cual es posible ir
viendo todos los puntos de C con la mejor calidad posible.

Definicion 2.38 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea
r una recta, semirrecta, segmento o poligonal, totalmente contenida en uno
de los semiespacios definidos por w. La calidad con que un punto p € C es
visto a lo largo de r es el mdzimo de las calidades con que p es visto desde
cada punto de r. La calidad con que C' es visto a lo largo de r es la calidad
con que es visto, a lo largo de r, el punto de C' que se ve peor:
i max a(v,p).

Teorema 2.39 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea w'
un plano paralelo a w. La recta v de @' a lo largo de la cual es posible ver el
conjunto C con calidad mdzima puede hallarse en tiempo O(nlogn).

Demostracion: Dada una recta r paralela al plano m, la calidad con que C
es visto a lo largo de r viene dada por la minima banda paralela a r que
contiene a C' (Figura 2.38).

Figura 2.38: La calidad con que C' es visto a lo largo de r estd
determinada por la banda contenedora minima de direccién .

Por consiguiente, se trata de hallar la direccién de la minima banda
contenedora de C, cosa que puede hacerse en tiempo O(n logn) mediante el
método de los calibres (rotating calipers) [125]. O

Obsérvese que el problema anterior tiene una complejidad inferior si el
conjunto de puntos C' es un poligono simple.
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Corolario 2.40 Sea C un poligono simple de n lados en cierto plano .
Sea ' un plano paralelo a w. La recta v de 7' a lo largo de la cual es posible
ver el poligono C con calidad mdzima puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: La envolvente convexa de C puede obtenerse ahora en tiempo
O(n). Elresto del algoritmo (consistente en ir rotando los calibres) mantiene
su complejidad. El resultado es un algoritmo lineal. (|

2.2.2 Optimizacion de la calidad desde regiones no paralelas

Este apartado aborda el mismo tipo de problemas de maximizacién de la
calidad que el anterior, pero ahora desde trayectorias no necesariamente
paralelas al conjunto, C, de los puntos a visualizar. Ya ha sido dicho que,
cuando el punto de vista se mueve en una regiéon del espacio no paralela al
plano que contiene la nube de puntos, el problema de maximizar la calidad
minima no es equivalente al de minimizar la distancia méxima (recuérdese la
Figura 2.35). Visto que la diferencia entre los dos problemas se hace aparente
ya en el caso bidimensional, serd bueno que comencemos por analizar dicho
caso: dado un conjunto C' de puntos de una recta, y dada una trayectoria T’
ajena a ésta (otra recta, una poligonal, un poligono,...) estudiaremos c6mo
determinar el punto de T" que maximiza la calidad con que son vistos los
puntos de C.

Teorema 2.41 Sea C un conjunto de n puntos de cierta recta v, y sea t
una recta del plano que deje todos los puntos de C de un mismo lado. FEl
punto v de la recta t desde el cual se mazimiza la calidad de vision de C
puede hallarse en tiempo O(n). Lo mismo puede decirse sit es un segmento
0 una semirrecta.

Demostracion: Considérense los dos puntos, p y ¢, extremos de C. La
mediatriz del segmento pg descompone el plano en dos regiones. Desde cada
una de ellas, el punto de C' que se ve con peor calidad es siempre el mismo: o
bien p o bien g. Por consiguiente, desde cualquier punto del plano la calidad
con que se ve el conjunto C' estd determinada por la calidad con que se ve
el peor de dos puntos: p o q.

Toémese ahora la recta t. La mediatriz de pg descompone la recta ¢
en dos semirrectas, una en cada semiplano. Al recorrer cada una de las
semirrectas, la calidad de vision disminuye conforme el punto de vista se
aleja de su origen. En resumen, el punto de ¢ desde el cual se maximiza
la calidad de visién de p y q es la intersecciéon de ¢ con la mediatriz de pg
(Figura 2.39a).

Cuando t es un segmento o una semirrecta, puede ocurrir que la mediatriz
de pg no corte a t. En tal caso, el éptimo sobre t se alcanza en el extremo
de t més cercano al éptimo sobre su recta de soporte (Figura 2.39b).
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a) b)
Figura 2.39: El punto que da la méxima calidad a) desde una
recta y b) desde un segmento.

En ambos casos, el algoritmo tiene complejidad O(n), puesto que consiste
en hallar los puntos extremos de C, trazar su mediatriz y cortarla con la
recta (determinada por) ¢. O

El resultado anterior da una pista sobre el comportamiento previsible del
problema en tres dimensiones. Si aqui los tinicos puntos relevantes son los
dos extremos de C, en el plano los puntos que intervendran seran los de la,
envolvente convexa de C. Por su parte, el papel que aqui juega la mediatriz
del segmento pg corresponderd al diagrama de Voronoi lejano de C, a pesar
de que el problema no sea ya de caricter puramente métrico.

Para acabar con esta pequena introduccién en una dimensién menos,
veamos como se optimiza la calidad desde un poligono convexo.

Teorema 2.42 Sea C' un conjunto de n puntos de cierta recta r, y sea P
un poligono convexo de m lados, totalmente contenido en uno de los dos
semiespacios definidos por r. El punto v del poligono P desde el cual se
mazimiza la calidad de vision de C puede hallarse en tiempo O(n + logm).

Demostracion: En primer lugar, se determina qué puntos de P son capa-
ces de ver todos los puntos del conjunto C' sin problemas de oclusién. A
continuacién se determina el éptimo.

1. Se calculan los extremos p y ¢ de la nube C, en tiempo O(n).

2. Se trazan las tangentes internas comunes al poligono P y el segmento
pq en tiempo O(logm). Los puntos de P en que se apoyan son los
extremos de la cadena de P desde la cual es posible ver integramente
el conjunto de puntos C' (Figura 2.40).

3. Se calcula la interseccién de la mediatriz de pq y la cadena visible de
P en tiempo O(logm).

e Si la cadena y la mediatriz se cortan, el punto de corte es el
6ptimo buscado (Figura 2.40a).
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Figura 2.40: El punto que da la méxima calidad desde un poligono
COnvexo.

e Si la cadena queda a un lado de la mediatriz, el éptimo es el
extremo de la cadena més cercano a la mediatriz (Figura 2.40b).

La complejidad de este algoritmo es O(n + logm). 0

Pasemos ya a considerar el caso en que la nube de puntos se encuentra
en un plano m (que consideraremos es el plano z = 0) y el punto de vista es
libre de moverse por cierta trayectoria situada en uno de los dos semiplanos
definidos por 7. Empezaremos considerando el caso en que el punto de vista
puede moverse a lo largo de una recta (Figura 2.41).

%’:’..

Figura 2.41: Maximizar la calidad de visién desde la recta.

Antes de hacerlo, sin embargo, convendrd hacer una pequena reflexién
sobre el procedimiento a seguir. Ya se ha hecho notar que el lugar geométrico
de los puntos que ven cada uno de los puntos p; de la nube C con cierta
calidad « fijada es la regién delimitada por el cono de vértice en p;, eje
perpendicular a m y dngulo de apertura m — 2a. La interseccién de todos
esos conos es el lugar geométrico de los puntos que ven la nube C' entera con
calidad a.

Si se empieza considerando dicho lugar geométrico cuando o = 5 — e,
y se va disminuyendo el valor de «, el dngulo de apertura de los conos va
aumentando, y su interseccién, que empezé situada en valores de la coor-
denada z cercanos a +o00, va bajando hasta ser tangente a la recta ¢. (Lo
mismo podria decirse si en vez de tratarse de una recta, la regién donde si-

67



tuar el punto de vista fuera un plano, un poligono,...) En este primer punto
de tangencia se tiene la visién de C de mayor calidad.

Este proceso se puede simular fijando un valor de «, por ejemplo o = 7 /4,
y aumentando el valor de 3 (el 4ngulo que forma la recta ¢ con el plano )
hasta el momento en que la recta sea tangente a la interseccién de los conos.
Esto permite convertir el problema en el de hallar el punto de la interseccion
de los conos que, encontrandose en el plano vertical que contiene a la recta,
determina un dngulo minimo, relativo al punto de anclaje de la recta.

Mis concretamente, considérese la transformacion del espacio (z,y, z) —
(z,y,az). Esta transformacién aplica cada cono con vértice en un punto
p; € C en un nuevo cono con el mismo vértice, modificando el dngulo de
calidad que lo determina: el cono de a-visibilidad de p; se transforma en su
cono de o’-visibilidad, donde tan o’ = atan a. Analogamente, la recta t se
convierte en una nueva recta que pasa por el mismo punto del plano 7, pero
si la recta original formaba un dngulo 3 con el plano 7, su transformada
forma angulo 3, donde tan ' = atan 3 (Figura 2.42).

o a o

!

s I
7 el
£V o

Figura 2.42: Transformacién del problema.

Fijemos o/ = 7/4. El mecanismo de solucién del problema consiste en
hallar el valor de la pendiente, 3, de la recta tangente a la interseccién de
los o/-conos de los puntos de C. A continuacién, no hay mas que aplicar la

transformacién tan 3
an
(ZE, Y, Z) = (fL‘, Y, mz)a
que devuelve el valor de la pendiente de la recta a su valor original, 3, para

hallar el valor de « para el cual la interseccion de los conos es tangente a la

recta:
anf w tan 3 tan 3
= tan — = .
tan 3’ 4tanfg  tan g

!
tan o = tan o

Teorema 2.43 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano m, y sea
t una recta que corte al plano ™ en un punto q, exterior a la envolvente
conveza de C. El punto v de la recta t desde el cual se mazrimiza la calidad
de la vision de C' puede hallarse en tiempo O(n). Lo mismo puede decirse
cuando t es un segmento o una semirrecta.

Demostracion: En el caso en que ¢ es un segmento o semirrecta, el proble-
ma, se reduce al de calcular el éptimo sobre la recta entera, comprobar si

68



pertenece a t y, en caso de que no pertenezca, hallar el extremo de ¢ més
cercano.

Estudiemos, pues, el caso en que ¢t es una recta. Como ha quedado
dicho, el problema quedard resuelto una vez se halle el valor de la pendiente
B3 de la recta que pasa por ¢ y es tangente a la interseccién de los conos de
o/-visibilidad de los puntos p; de C, con o/ = /4.

Puesto que se trata de girar la recta ¢ verticalmente, bastard con con-
siderar la traza del problema en el plano vertical, ', que contiene a la
recta t. Este plano vertical corta a los conos en un arreglo de hipérbolas
muy peculiar, porque todos los conos tienen el mismo dngulo de apertura vy,
ademads, porque los vértices de todos los conos se encuentran sobre una mis-
ma horizontal. El resultado sobre el plano 7’ es equivalente al de considerar
traslaciones horizontales de una familia de hipérbolas, todas con las mismas
asintotas. Cada dos de tales hipérbolas se cortan a lo sumo en un punto.
Esto es lo que da peculiaridad al arreglo, y hace que se comporte como un
arreglo de rectas.

Hallar la pendiente de la recta que pasa por ¢ y es tangente a la intersec-
cion de los conos consiste, pues, en hallar el punto de la envolvente superior
del arreglo de hipérbolas que tiene valor angular minimo respecto del punto
q (Figura 2.43).

e - tF .

Figura 2.43: El problema consiste en hallar el punto de la envol-
vente superior del arreglo de hipérbolas cuyo angulo relativo a ¢ es
minimo (se han representado las hipérbolas por rectas).

Este problema es andlogo al que se analizd en el Teorema 2.34. Alli
se calculaba el punto de ordenada minima de la envolvente superior de un
arreglo de pardbolas, en que cada dos de ellas se cortaban a lo sumo en un
punto. Aqui se pretende calcular el punto de valor angular minimo (con
origen en el punto ¢) de la envolvente superior de un arreglo de hipérbolas,
en que cada dos de ellas se cortan a lo sumo en un punto. El algoritmo que
resuelve este problema es andlogo al de Megiddo para resolver el que alli se
exponia. Mas concretamente, consta de un cuerpo principal idéntico y un
oriculo que, en cambio, debe adaptarse a la situacién, ya que ahora lo que
se desea minimizar no es la ordenada sino cierto valor angular. El algoritmo
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principal es, en esquema, el siguiente:

1. Se emparejan las hipérbolas de dos en dos. Cada pareja determina, a
lo sumo, un punto de corte.

2. Cuando las hipérbolas de una pareja no se cortan, una de las dos
hipérbolas es redundante para el problema, porque no interviene en la
envolvente superior del arreglo, y puede ser eliminada.

3. En cuanto a las restantes parejas, se consideran sus puntos de corte,
que llamaremos ¢;, y se calcula la mediana, x,,, de sus abscisas. El
oraculo permite determinar a qué lado de la recta x = z,, se encuentra
el punto de oredenada minima de la envolvente superior. Supongamos
que se encuentra a su derecha.

4. Para cada ¢; de abscisa menor que z,,, es posible eliminar una de las
hipérbolas que lo determinan, concretamente la que no interviene en
la determinacién de la porcién de la envolvente superior del arreglo en
la zona en que se encuentra la soluciéon. La Figura 2.44 muestra cémo
hacerlo.

« eliminar | )
= solucion

eiminar

diminar.--—*

5 5 5 S
Figura 2.44: Si la solucién se encuentra a la derecha de la recta

T = x,,, entonces para cada punto ¢; de abscisa menor que x,, es
posible eliminar la hipérbola que pasa por ¢; con pendiente menor.

Este mecanismo permite, a cada iteracién, reducir en 1/4 el nimero de
pardbolas que determinan el problema, hasta reducirlo a tamano constante.
El costo de cada eliminacién es el de calcular una mediana y aplicar una vez
el ordculo. Puesto que el cdlculo de medianas puede realizarse en tiempo
lineal, el costo total del algoritmo serd lineal si el del ordculo lo es.

La cuestion es, pues, la de determinar, dada una recta vertical, a qué lado
de ésta se encuentra el punto de valor angular minimo (relativo al punto q)
de un arreglo de hipérbolas. A lo largo de toda la explicacién supondremos
que el punto g, de anclaje de la recta, se encuentra a la izquierda de las
proyecciones de los puntos p; de la nube (es decir, de los origenes de las
asintotas de las hipérbolas).

1. Si la recta vertical deja el punto ¢ a su derecha, el punto buscado
también estd a su derecha (Figura 2.45a).
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Figura 2.45: Funcionamiento del oraculo.

2. Si la recta vertical deja el punto ¢ a su izquierda, se calcula la inter-
seccién de la recta vertical con todas las regiones convexas definidas
por las hipérbolas. El resultado es una semirrecta, cuyo origen o esta
determinado por una (o a lo sumo dos) hipérbolas. La ubicacién del
punto buscado depende de la pendiente de dicha hipérbola en el punto
o (o de la pendiente de la hipérbola correspondiente a cada lado de o,
si las hipérbolas que determinan el origen de la semirrecta son dos).
Concretamente,

e Si la pendiente de la hipérbola en o es menor que la de la recta
o, entonces la solucion se encuentra a la izquierda de la recta
(Figura 2.45b).

e Si la pendiente de la hipérbola en o es mayor que la de la recta go,
entonces la solucién se encuentra a la derecha de la recta (Figura
2.45c¢).

e Si la pendiente de la hiperbola en o coincide con la de la recta
go, entonces la solucién se encuentra en la misma recta (Figura

2.45d).

El oraculo es capaz de decidir a qué lado de la recta se encuentra el
punto de valor angular minimo en tiempo lineal en el niimero de hipérbolas
presentes, pues tal es el coste de intersecar la recta con las hipérbolas.

El algoritmo presentado lo ha sido de forma esquemadtica. Muchos son
los pequenos detalles que deben ser matizados para poder garantizar su
correccién. Si embargo, al haberse dedicado el Capitulo 4 a este tipo de
algoritmos, no se hard una explicacién mas prolija aqui, sino que se remite
al lector interesado al susodicho capitulo. O

Con la herramienta que resuelve el problema restringido a una recta en
la mano, puede abordarse el problema sobre un plano.

Teorema 2.44 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano m, y sea
7' un plano que corte al plano ™ en una recta r, exterior a la envolvente
convexa de C. El punto v del plano 7' desde el cual se mazimiza la calidad
de la vision de C puede hallarse en tiempo O(n).
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Demostracion: La transformacién propuesta del problema indica que se tra-
ta de hallar el punto de la envolvente superior de un arreglo de conos que
tiene valor angular minimo respecto de la recta r (Figura 2.46).

Figura 2.46: Optimizacién de la calidad desde un plano no para-
lelo.

Noétese la similitud con el problema del Teorema 2.35, en que se debia
hallar el punto de coordenada z minima de un arreglo de paraboloides. La
magnitud a minimizar alli era la coordenada z. Aqui es el valor angular
respecto de r. El arreglo que alli se consideraba estaba formado por para-
boloides, todos iguales y trasladados horizontalmente a lo largo del plano
. Kl arreglo que se considera aqui estd formado por conos, todos iguales
y trasladados horizontalmente a lo largo del plano 7. Es de esperar que el
algoritmo que resuelve este problema no sea muy distinto del de Megiddo,
que resolvia aquél.

1.
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Se emparejan los puntos de C' de dos en dos. Cada pareja determina
un segmento, del cual se considera el plano mediatriz.

Se cortan estos planos m; con el plano ' desde el cual se quiere maxi-
mizar la calidad de la visién. El resultado es una familia de rectas r;
del plano 7'.

Se sittia un sistema de referencia de tal modo que la mitad de las
rectas r; tenga pendiente positiva y la otra mitad la tenga negativa.
Se emparejan entonces las rectas r; de dos en dos (una de pendiente
positiva con una de pendiente negativa).

Se considera el punto de corte de cada pareja, que llamaremos c;,
y se calcula la mediana, x,,, de sus abscisas. Un ordculo permite
determinar a qué lado de la recta © = z,, (de 7') se encuentra el
punto de abscisa minima de la envolvente superior.

Se calcula entonces la mediana, y,,, de las ordenadas de los puntos c;
situados en el semiplano que no contiene al 6ptimo. El mismo oraculo
permite detectar a qué lado de la recta y = y,,, (de ') se encuentra el
optimo.



6. Para cada ¢; del cuadrante opuesto al de la solucién, es posible eliminar
uno de los puntos que determinan una de las dos mediatrices que se
cortan en ¢;, concretamente el que no interviene en la determinacion
del punto desde al cual se ve la nube maximizando la calidad peor, por
estar demasiado cercano a éste. La Figura 2.47 muestra cémo hacerlo.

[ ]
/
7

elimina‘r

\

solucion

-

Figura 2.47: Si la solucién se encuentra en el cuadrante inferior
izquierdo, por cada punto ¢; situado en el cuadrante opuesto es
posible eliminar uno de los dos puntos que determinan la mediatriz
que pasa por ¢; con pendiente negativa.

Este mecanismo permite, a cada iteracién, reducir en 1/16 el nimero de
puntos que determinan el problema, hasta reducirlo a tamano constante. El
costo de cada eliminacidn es el de calcular dos medianas y aplicar dos veces
el ordculo. Puesto que el cdlculo de medianas puede realizarse en tiempo
lineal, el costo total del algoritmo serd lineal si el del ordculo lo es.

Pero el ordculo consiste en una pequena modificacion del algoritmo del
teorema, anterior, en que, ademéas de detectar el éptimo sobre la recta, se
detecte a qué lado de la recta se encuentra el 6ptimo sobre el plano: desde el
6ptimo sobre la recta, se considera el punto de la nube que se ve con calidad
peor: la ubicacién de éste determina el lado de la recta hacia el cual mejora
la calidad.

Maés detalles, que permiten garantizar la correcciéon del algoritmo, se
encuentran en el Capitulo 4. O

Teorema 2.45 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano mw, y sea
P un poligono convexo de m lados, contenido en un plano © que corte al
plano © en una recta v, exterior a la envolvente convexa de C. FEl punto v
del poligono P desde el cual se mazimiza la calidad de la vision de C' puede
hallarse en tiempo O(n + m).
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Demostracion: En primer lugar, conviene hallar el punto del plano 7’ desde
el cual se ve el conjunto C' con calidad maxima y comprobar si pertenece
al poligono P, puesto que en caso afirmativo el problema queda resuelto en
tiempo O(n + logm).

Supuesto que el 6ptimo sobre el plano no pertenezca al poligono P, el
punto buscado se encuentra sobre la frontera de P, y puede hallarse mediante
un algoritmo muy semejante al que resuelve el Teorema 2.37, esto es, el
algoritmo del Teorema 4.3. Esquemadticamente, consiste en lo siguiente:

1.

Se proyectan verticalmente los lados del poligono P sobre el plano 7
(que estamos suponiendo horizontal) que contiene los puntos de C. Se
consideran los vértices ¢; del poligono proyeccién.

Los puntos de C' se emparejan del modo habitual, formando los puntos
¢c;, interseccion de las parejas de mediatrices.

Se calcula la mediana, z,,, de las abscisas de los puntos ¢;, juntamente
con los vértices ¢;. Se aplica el ordculo a la recta z = x,,.

Se calcula la mediana, y,,, de las ordenadas de los puntos ¢; y ¢; del
semiplano que no contiene la solucidn. Se aplica el ordculo a la recta

Y =Ym-

En el cuadrante opuesto al de la solucién, los puntos p; se eliminan
del modo habitual (uno por cada punto ¢; del cuadrante). En cuanto
a los vértices ¢;, pueden eliminarse todos los del cuadrante excepto el
primero y el ultimo. La Figura 2.48 ilustra el proceso de eliminacién.

X=Xm

St vérticesy; aeliminar

N g

N N
N N ,/’
pi‘aeliminar

7 | ' Y=Ym
solucion

=H

Figura 2.48: Cémo eliminar puntos p; del conjunto C'y vértices
@; del poligono P.

Si se compara este algoritmo con el del Teorema 4.3 se verd que es simple-
mente idéntico. La diferencia radica en el funcionamiento del oraculo: Dada
una recta respecto de la cual se desea conocer la ubicacién del éptimo del
poligono, debe procederse del siguiente modo:
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1. Cértese la recta con el poligono.

2. Si el poligono queda todo él a un mismo lado de la recta, el 6ptimo se
encuentra de ese mismo lado.

3. Si la recta corta al poligono, se resuelve el problema sobre el segmetno
interseccién, aplicando el Teorema 2.43. Desde el éptimo hallado, se
busca el punto de C' que da la calidad de visién peor. El lado en que se
encuentra indica la direcciéon en que puede mejorarse la calidad, esto
es, el lado de la recta en que se encuentra el 6ptimo para el poligono.

Una vez més, se remite al lector al Capitulo 4 para mayores detalles. O

Teorema 2.46 Sea C un conjunto de n puntos de cierto plano 7, y sea P un
poliedro convezo de m lados, contenido en uno de los semiespacios definidos
por w. El punto v del poliedro P desde el cual se mazimiza la calidad de la
vision de C puede hallarse en tiempo O((n+m) log(n+m)+ k log(2tmtk))
donde k es el numero de intersecciones de la proyeccion del poliedro P sobre
m con el diagrama de Voronoi lejano del conjunto C en el plano .

’

Demostracion: En primer lugar, conviene determinar qué caras del poliedro
son capaces de ver el conjunto de puntos en su integridad. Para ello, se
empieza calculando la envolvente convexa de C en tiempo O(nlogn). Dada
una cara de P, determinar si ve la nube de puntos C consiste en prolongar el
plano que la contiene hasta cortar al plano m donde se encuentran los puntos
de C. La recta interseccién debe ser exterior a la envolvente convexa de C,
y el vector normal exterior a la cara debe proyectarse en 7 en un vector que
apunte hacia el semiplano donde se encuentra C (Figura 2.49).

AT
'

'

Figura 2.49: Esa cara del poliedro no ve la nube de puntos.

Una vez detectadas las caras visibles de P, se cortan con el diagrama
de Voronoi lejano de C. Esto requiere tiempo O((n + m)log(n + m) + k),
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donde k£ es el nimero de intersecciones resultantes [27, 85]. Cada una de las
subcaras en que queda descompuesto el poliedro P se caracteriza por ver
con peor calidad un mismo punto. Por consiguiente, el é6ptimo sobre cada
una de las subcaras puede hallarse en tiempo logaritmico en su complejidad.
Finalmente, se comparan los éptimos locales para obtener el 6ptimo global.
Puesto que el nimero total de caras es O(k), este paso se puede llevar a
cabo en tiempo O(k log(”"'Tm"'k)). O

Antes de acabar este apartado, se presenta, también en este caso de vision
desde trayectorias no paralelas, la resolucién de un problema de filmacién
de calidad a lo largo de una recta. Se desea que la recta a lo largo de la
cual se van a visualizar los puntos de C' forme un determinado angulo
con el plano 7 que contiene a C. Si la recta es libre de cortar al plano «
en cualquier punto, el problema tiene solucién trivial: llevando el punto de
corte al infinito, se alcanza a ver los puntos de C' con calidad n/2. Por
consiguiente, el problema tiene interés sélo en presencia de restricciones
sobre el punto de interseccién de la recta buscada con el plano «.

Teorema 2.47 Sea C' un conjunto de n puntos de cierto plano w. Sea P
un poligono convexo de m lados en el plano 7, conteniendo el conjunto C
en su interior. Sea 3 € [0, %) un valor angular determinado. La recta r que
corta a ™ en un punto de la frontera de P formando dngulo 3, a lo largo de
la cual se ve el conjunto C' con calidad mdzima, puede hallarse en tiempo

O(nlogn +m).

Demostracion: La Figura 2.50 ilustra la situacién.

Figura 2.50: El punto de anclaje p se puede mover a lo largo
de OP.

Empezaremos constatando que, fijado el punto p de anclaje de la recta r,
el punto v € r en que se alcanza la maxima calidad de visién para cada uno
de los puntos p; € C es tal que los segmentos vp; y pp; son perpendiculares,
tal como se ilustra en la Figura 2.51. Esto es asi porque el dngulo que da la
calidad maxima es el 4ngulo diedro formado por el plano 7'/, definido por r
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Figura 2.51: El punto de la recta r desde el cual se ve el punto p;
con calidad méaxima.

y pi, y el plano 7. El valor de dicho dngulo diedro se alcanza cuando la linea
de visién vp; es perpendicular a la recta interseccion de los dos planos, pp;.

Si se considera la recta que pasa por el punto p, de anclaje, y el punto p;
de la nube C, el razonamiento anterior prueba que todos los puntos de esa
recta se ven con la misma calidad a lo largo de r. Una recta de tipo pp; se
ve mejor cuanto menor es el dngulo que forma con la proyeccién de r sobre
el plano 7. Por eso, la recta r que permite filmar el conjunto C' con mayor
calidad es aquella que puede situarse sobre la bisectriz del par de rectas de
soporte de C, desde un punto p € P, que forman el dngulo méis pequeno
posible (Figura 2.52).

Figura 2.52: La recta r a lo largo de la cual se ve el conjunto C
con calidad maxima se proyecta sobre la bisectriz del par de rectas
de soporte de C, con vértice en P, que forman dngulo minimo.

El algoritmo que se propone para hallar la recta r es el siguiente:
1. Se calcula la envolvente convexa de C' en tiempo O(nlogn).

2. Se prolongan los lados de la envolvente, subdividiendo asi la frontera
de P en n + m subsegmentos, cada uno de los cuales se caracteriza
por el hecho de que las rectas de soporte a C' desde cualquiera de
sus puntos se apoya en los mismos dos vértices de la envolvente de C
(Figura 2.53). Esta subdivision se lleva a cabo en tiempo O(n 4+ m),

7



Figura 2.53: Desde cada subsegmento de 9P, las rectas de soporte
a C' se apoyan en los mismos dos puntos.

puesto que la convexidad de P permite asegurar que los puntos de
corte de las prolongaciones de los lados de la envolvente convexa de C
aparecen ordenadamente en la frontera de P.

3. Sobre cada uno de los subsegmentos en que ha quedado dividida la
frontera de P, se minimiza el d4ngulo formado por las dos rectas de
soporte a C' en tiempo constante. Esto se debe a que el angulo con
que se ve un segmento fijo (el que forman los dos puntos de C en que
se apoyan las rectas de soporte) desde una recta es una funcién max-
unimodal de modo que el minimo sobre un segmento se alcanza en uno
de sus extremos. Este paso se lleva a cabo en tiempo O(n + m).

4. La comparacién de los n+m candidatos permite hallar el par de rectas
de soporte, ancladas en la frontera de P, que forman un 4ngulo minimo
en tiempo O(n+m). La recta que buscamos, a lo largo de la cual filmar
el conjunto C' con calidad méaxima, se encuentra sobre su bisectriz.

O

El coste total del algoritmo anterior es O(nlogn + m), donde el factor
logaritmico proviene de calcular la envolvente convexa de C. Por lo tanto,
puede rebajarse su complejidad si el conjunto C' es un poligono simple.

Corolario 2.48 Sea C un poligono simple de n lados, en cierto plano .
Sea P un poligono convexo de m lados en el plano w, conteniendo al poligono
C en su interior. Sea B € [0,%) un valor angular determinado. La recta r
que corta a ™ en un punto de la frontera de P formando dngulo B, a lo largo
de la cual se ve el poligono C con calidad mdzima, puede hallarse en tiempo
O(n +m).

Demostracion: La envolvente convexa de C puede obtenerse ahora en tiempo
O(n). El resto del algoritmo mantiene su complejidad. El resultado es un
algoritmo lineal. (|
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Hasta aqui se han estudiado problemas que, en cierto sentido, deben
considerarse de dimensién dos y medio: si bien las trayectorias en que se
sitian los puntos de vista son propiamente tridimensionales, el conjunto de
puntos a visualizar estd totalmente contenido en un plano. Conviene, por
tanto, extender la cuestién de la visiéon de calidad a objetos propiamente
tridimensionales.

2.2.3 Algunos problemas de calidad propiamente tridimen-
sionales

Este apartado no es mas que una introduccién al extenso problema de la
calidad de la visién tridimensional. En él se recogen resultados sobre pro-
blemas de decisién, que son, como es natural, los primeros que deben ser
resueltos.

Teorema 2.49 Sea v un punto exterior a un poliedro convexo P de n caras.
La calidad con que v ve P puede calcularse en tiempo O(n).

Demostracion: Segun la Definicién 2.32, la calidad con que v ve el poliedro
P es el minimo de las calidades con que v ve cada uno de los puntos de P.
Recuérdese, ademads, que la calidad con que v ve cada punto estd en funcién
del plano que soporta a dicho punto, esto es, de la cara del poliedro a que
dicho punto pertenece.

Asi las cosas, los puntos que v ve con calidad peor no pueden estar mas
que en las aristas del contorno aparente de P desde v. Por consiguiente, para
determinar la calidad con que v ve P se debe calcular el contorno aparente
de P desde v y comparar los valores angulares determinados por sus vértices.
Esto puede hacerse en tiempo O(n). O

El problema de decisién subsiguiente al anteriormente expuesto es el
de determinar, para cierto valor de calidad « y cierto aspecto dado de un
poliedro (es decir, cierto subconjunto de sus caras), si es posible situar un
punto de vista de manera que todas las caras seleccionadas sean vistas con
calidad a.

Teorema 2.50 Sea P un poliedro convezo, y o € [0,5) un valor angular.
Dado un cubconjunto {ci,...,cy,} de caras de P, se puede decidir si es posible
ver dichas caras con calidad «, asi como localizar posibles ubicaciones para
el punto de vista, en tiempo O(n).

Demostracion: En primer lugar, debe garantizarse que las caras elegidas
son visibles conjuntamente desde algin punto del espacio. Para ello hay
que comprobar que la interseccién de los semiespacios determinados por los
planos de soporte de las caras tienen interseccién no vacia. Esto puede
pensarse como un problema de programacién lineal en tres dimensiones, y
resolverse en tiempo O(n) [89].
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Resuelta esta cuestién, puede considerarse el problema de la calidad.
Un punto del espacio, capaz de ver todas las caras con la calidad requerida,
debe estar situado en la interseccion de los conos de a-visibilidad de todos
los puntos de las caras escogidas.

Segun se ha visto en el apartado anterior, los conos relevantes de cada
cara son los que corresponden a sus vértices. Para cada cara, los conos
tienen ejes paralelos (perpendiculares a la cara); para caras distintas, los
conos tienen ejes de direccién distinta (las direcciones normales a las caras).
Por consiguiente, los conos correspondientes a una misma cara siempre se
cortan, no asi los que corresponden a caras distintas. Ahora bien, dos conos
de mismo angulo de apertura, pero ejes de direccién distinta, se cortan si, y
sélo si, al situarlos sobre un mismo vértice tienen interseccién no vacia, esto
es, si sus ejes forman un dngulo menor que su angulo de apertura.

En conclusion, una manera de determinar si los conos correspondientes a
las caras ci,...,c, se cortan consiste en considerar las direcciones normales
a las caras y estudiar los dngulos que forman. Mds concretamente, témese
la esfera unidad y represéntese sobe ella la direccién normal a cada cara
como un punto p;. Los conos de amplitud m — 2« correspondientes a las
caras ci,...,C, tienen interseccién no vacia si, y sélo si, los puntos p; estan
contenidos en un cono de amplitud m — 2« con vértice en el centro de la
esfera.

Dicho de otro modo: cada cono puede trasladarse hasta situar su vértice
en el centro de la esfera. Los conos originales tienen intersecciéon no vacia
si, y solo si, los conos traslalados tienen interseccién no vacia. Cada cono
trasladado determina sobre la exfera unidad un circulo interseccién. Los
conos tienen interseccién no vacia si, y sélo si, los circulos sobre la esfera
tienen interseccién no vacia. Pero todos los conos tienen el mismo angulo
de apertura, de modo que todos los circulos tienen el mismo radio. Por
consiguiente, los circulos tienen interseccién no vacia si, y sélo si, sus centros
pueden recubrirse por un circulo de mismo radio.

En resumen, se trata de determinar si los ejes de los conos determinan en
la esfera un conjunto de puntos p; recubrible por un circulo del radio dado.
Este problema puede resolverse determinando, sobre la esfera, el minimo
circulo recubridor de los puntos p;, y comprobando su radio. Este problema
ha sido resuelto en el Capitulo 4 (Teorema 4.9), y es de complejidad O(n),
supuesto que los puntos no ocupen més de un hemisferio de la esfera, como
en este caso (puesto que las caras son simultidneamente visibles desde algin
punto del espacio).

Sé6lo queda discutir, una vez determinado que el conjunto {cy,...,¢,} de
caras es visible con calidad a, cémo posicionar un punto de vista adecuado.
Toémese una recta cualquiera en la direccién definida por el minimo circulo
recubridor antes mencionado. La intersecciéon de todos los conos contiene
una semirrecta de esa recta. No hay mds que hallar su origen cortando la
recta con todos los conos, en tiempo O(n). O
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2.3 Conclusiones y problemas abiertos

Muchos son los problemas que han sido resueltos en el presente capitulo,
tanto en dos como en tres dimensiones, referidos a la optimizacion de la
calidad de la visiéon. Sin embargo, muchos son también los problemas que
quedan por resolver, tanto desde el punto de vista de la complejidad de los
algoritmos propuestos y su posible mejora, como desde el punto de vista
de la infinidad de nuevos problemas, de interés indiscutible, que se podrian
estudiar.

Empezaremos repasando los resultados obtenidos en dos dimensiones.
En este &mbito se han resuelto los problemas de decisién, optimizacién de
la calidad, optimizacién combinatoria y minimizacién de puntos de vista,
tanto para la visién externa (sin y con restricciones) como para la visién
interna de poligonos convexos y de poligonos simples.

En lo que se refiere a la visién externa de poligonos simples, los resultados
obtenidos se consideran muy satisfactorios, puesto que incluso el problema
de minimizacién del nimero de puntos de vista se ha podido resolver en
tiempo lineal. Cabria preguntarse, eso si, por qué las cotas combinatorias
del nimero de puntos de vista necesarios y suficientes para visualizar con
calidad dada cualquier n-gono presentan una diferencia (de a lo sumo una
unidad) que no hemos sabido evitar.

A la vista de los resultados obtenidos en este apartado, cabe pensar
que en un préximo futuro se puedan obtener resultados andlogos en que las
dos medidas de calidad, la distancia y la oblicuidad, puedan combinarse de
forma elegante. En particular, un primer paso deberia consistir en analizar
hasta qué punto se simplifican los problemas, cuando la visién exterior de un
poligono convexo debe llevarse a cabo desde puntos situados en un J-entorno
poligonal del mismo.

Tanto la visién interna de poligonos convexos como la visién, en general,
de poligonos simples han presentado algunas dificultades anadidas. Cabe
preguntarse, por ejemplo, si el problema de decisién para la visién de ca-
lidad de poligonos convexos desde su interior tiene realmente complejidad
Q(nlogn), como parece, o es resoluble en tiempo O(n). Del mismo modo,
el problema de la minimizacién del nimero de puntos de vista da lugar a
plantearse la pregunta de si la posible NP-completud del problema, en el
caso de visién interior de convexos, es cierta o no.

En cuanto a la optimizacién de la calidad de la visién de conjuntos de
puntos del plano desde puntos del espacio, también podemos considerar sa-
tisfactorios los resultados obtenidos. Tanto en el caso de la vision desde
trayectorias paralelas, como en el caso en que los puntos de vista pueden
moverse por trayectorias propiamente tridimensionales, los algoritmos pro-
puestos son lineales o, como mucho, sensibles al niimero de intersecciones
de la trayectoria con el diagrama de Voronoi del conjunto visualizado.

Pero también en este campo los problemas que nos parece seria intere-
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sante resolver son muchos mas. Por ejemplo, seria interesante hallar, dada
una nube de puntos en un plano, el punto de otro plano, recta, poligono o
poliedro desde el cual se ven mds puntos de la nube con calidad fijada. O
bien resolver problemas de optimizacién de la calidad de filmaciones desde
trayectorias no rectilineas. Si el conjunto a filmar es un poligono, ;qué papel
juega su medial-axis en los problemas de filmacién?

En cuanto a los problemas propiamente tridimensionales, parece evidente
que aqui no hemos hecho mas que sentar las bases para su posible desarrollo,
resolviendo los problemas basicos de decisién en la visién de calidad de polie-
dros. Queda la puerta abierta para la resolucién de infinidad de problemas
de optimizacion tales como: jdesde dénde es posible ver con mayor calidad
un poliedro, si el punto de vista se encuentra en otro poliedro que contiene
el primero? ;y si se encuentra en otro poliedro exterior? jcuantos y qué
puntos de vista permiten ver un poliedro P con cierta calidad prefijada?

Y todo esto sin considerar la posibilidad de que los distintos puntos de
la escena se quieran ver con distinta calidad, dependiendo, por ejemplo, de
su importancia. Pero esto ya es abrir otra nueva linea de prosecucién del
trabajo.
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Capitulo 3

Visualizacion por reflexion

Existen actualmente técnicas graficas avanzadas para ordenador como las
de ray-tracing, que permiten visualizar complicadas superficies tridimensio-
nales. Sin embargo, una tnica imagen de una superficie s6lo puede ofrecer
una representacién parcial de la misma, puesto que siempre queda oculta
una parte de la superficie. Para cubrir la superficie entera, se pueden usar
imégenes multiples, obtenidas desde varios puntos de vista, en cuyo caso la
integracion de las imagenes para comprender la superficie en su totalidad
puede resultar dificil si los puntos de vista no estdn interrelacionados de
forma natural. Una alternativa interesante al uso de imagenes multiples es
el uso de espejos sintéticos en la escena, situados, junto con la superficie que
se quiere mostrar, de tal manera que reflejen imégenes de las porciones no
visibles de ésta. Asi se obtienen las ventajas de los puntos de vista miltiples
a la vez que se logra mantener la coherencia y el sentido de la posiciéon de
éstos, permitiendo que el observador integre toda la informacién de forma
natural.

Para sacar el mayor provecho posible a estas ventajas, hay que situar
los espejos en la escena de tal modo que permitan ver la superficie de forma
6ptima. En este capitulo, se ofrecen algoritmos y configuraciones de ubica-
ciéon 6ptima de espejos para dos clases de problemas, los independientes y
los dependientes del objeto a visualizar.

En la formulacién independiente del objeto, que se presenta en el punto
3.1, el objetivo es disenar una “camara” con una configuracion fija de los
espejos y del punto de vista, que satisfaga cierto criterio de optimizacién para
todos los objetos de una determinada clase. Concretamente, presentamos el
disenio de una configuracién que garantiza la visién completa, en cualquier
orientacién, de cualquier cuerpo convexo que se sitile dentro de un recinto
(o cdmara) prefijado, en dos y tres dimensiones, usando un niimero minimo
de espejos, y minimizando a la vez la distancia méxima entre cada punto del
objeto y su punto de vista virtual. Este criterio de distancia es importante
porque garantiza que las imdgenes reflejadas tienen la maxima resoluciéon
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posible.

Ademds de los resultados tedricos sobre la colocacién de espejos, pre-
sentamos imagenes obtenidas por ray-tracing en las que se muestran vis-
tas simuladas desde nuestra configuracién éptima de espejos. Literalmente,
ofrecemos una nueva visién del mundo.

En el punto 3.2 se consideran problemas con mayor contenido algoritmi-
co, en los que se tiene la libertad de situar el punto de vista y los espejos en
funcién del objeto a visualizar. El objetivo es el de minimizar el nimero de
puntos de vista necesarios para cubrir la superficie completa del objeto. En
particular, los resultados obtenidos incluyen

e un algoritmo que en tiempo O(n?) sittia un espejo y un punto de vista,
alrededor de un n-agono P de tal manera que la entera superficie de
P sea visible, cuando ello es posible;

e un algoritmo que en tiempo O(nlogn) determina todas las posibles
ubicaciones de pares de puntos de vista sufientes para visualizar la
superficie entera de P;

e un algoritmo que en tiempo O(n) sittia un punto de vista y un espejo
alrededor de un m-agono convexo de tal manera que se minimice la
distancia de visién maxima.

Los trabajos previos sobre visibilidad con espejos incluyen los de Aronov
et al. y Edelsbrunner et al. en [7] y [46]. Estos problemas estin muy
relacionados con los problemas de iluminacién tratados por Czyzowicz et
al. en [36, 37], que buscan situar focos de luz de tal forma que la superfice
entera del objeto quede iluminada por al menos uno de los focos. Das y
Narasimhan [38] ofrecen un algoritmo lineal para encontrar el segmento mas
corto que permite iluminar el interior de un poligono. Klee [75] planted la
cuestion de si todos los poligonos de lados reflectantes pueden ser iluminados
con una sola fuente de luz, tema que, hasta ser resuelto negativamente por
Tokarsly en [123], ha generado una buena cantidad de bibliografia [76].

Los problemas de visibilidad con espejos, sin embargo, presentan una
complicacién adicional sobre los de iluminacién, concretamente una restric-
cién sobre los focos de luz. De hecho, el foco de luz es sélo uno, y los k
espejos suministran los otros k focos de luz virtuales. Se supone que los es-
pejos son opacos, pero perfectamente reflectantes, y que obedecen la ley de
Snell, segin la cual, para cada rayo de luz, el 4ngulo de incidencia es igual
al dngulo de reflexién. La oclusion de los espejos junto con las restriciones
de la ley de Snell hacen que algunas configuraciones de los puntos de vista
resulten imposibles.
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3.1 Problemas independientes del objeto

En estos problemas independientes del objeto se pretende situar un punto
de vista y unos espejos de tal manera que se pueda garantizar la completa
visualizacion de cualquier objeto convexo, cualquiera que sea la orientacion
con que éste se sitie. Estos problemas estdn directamente relacionados con
problemas de iluminacién, en los que el objetivo es situar focos de luz de tal
manera que la entera superficie del objeto quede iluminada.

En nuestro modelo, una escena consiste en un punto de vista, un arreglo
de espejos y una regién esférica dentro de la cual se encuentra el objeto que
queremos ver. Cualquier configuracién de espejos que ilumine completamen-
te la esfera iluminard también de forma completa cualquier objeto convexo
que se sitie en ella, de forma que, sin pérdida de generalidad, la “cdmara”
sirve para todos los objetos convexos.

Empezaremos abordando el problema bidimensional en el punto 3.1.1.
La solucién del problema en dimension dos es una herramienta que faci-
lita posteriormente, en el punto 3.1.2, la resolucién del problema en tres
dimensiones.

3.1.1 El problema bidimensional

La “cdmara” bidimensional consta de una circunferencia, dentro de la cual
se coloca el objeto convexo a visualizar, un punto de vista y un determinado
ntimero de espejos. Los objetivos de optimizacién son esencialmente dos:
minimizar el niimero de espejos usados, para que la imagen del objeto no
se trocee mas de lo imprescindible, y maximizar la resolucion de la imagen
obtenida, lo cual requiere minimizar la distancia del punto de vista a los
puntos del objeto (algunos reales y otros reflejados en los espejos). Ademads,
en las soluciones que se ofrecen se determina también cudles son la forma y
el tamano minimo de los espejos que aseguran la visibilidad completa de los
objetos.

Teorema 3.1 Un punto de vista y dos espejos son necesarios y suficientes
para iluminar una circunferencia en E?; ademds, los espejos pueden hacerse
arbitrariamente pequenos.

Demostracion: Considérese el tridngulo equildtero circunscrito a la circun-
ferencia. La circunferencia es vista de forma completa desde tres puntos
de vista situados en los tres vértices del triangulo. Sitdese, pues, el punto
de vista en uno de los vértices, v. El objetivo es remplazar los otros dos
vértices, p y ¢, por dos espejos (Figura 3.1).

Se explicard cémo sustituir p; la sustitucién de ¢ es andloga. En pri-
mer lugar, nétese que cualquier punto p’ situado en el dngulo definido por
las prolongaciones de los segmentos vp y gp puede ver todo lo que p ve,
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Figura 3.1: Los puntos de vista v, p y ¢ ven conjuntamente la
circunferencia.

como muestra la Figura 3.2. Por consiguiente, p puede ser substituido por
cualquiera de esos p'.

\\‘,
\

Figura 3.2: El punto de vista p puede ser sustituido por p'.

El espejo se situard sobre la recta ortogonal a la bisectriz del dngulo vpq.
Esté claro que v ve, a través del espejo, exactamente lo mismo que su imagen
reflejada, v', ve directamente (Figura 3.3). Pero, a causa de la posicién del
espejo, v’ se encuentra en la regién sombreada y, por consiguiente, ve como
minimo lo mismo que ve p. En conclusién, el espejo puede remplazar a p.

. " rectade soporte
N del espejo

Figura 3.3: Dénde colocar la recta de soporte del espejo.

Finalmente, nétese que el tamano necesario del espejo se halla interse-
cando su recta de soporte con el cono, con vértice en v, determinado por el
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reflejo en el espejo del arco visto desde p, tal como muestra la Figura 3.4,
puesto que no hay ninguna necesidad de ver a través del espejo todo el arco
que v’ ve directamente, sino sélo el que p ve.

Ny

o
punto de vista

Figura 3.4: Cémo hallar el tamafio del espejo.

Hasta aqui la demostraciéon de que un punto de vista y dos espejos son
suficientes para ver la circunferencia entera. La necesidad proviene del hecho
de que es imposible ver la circunferencia completa desde sélo dos puntos de
vista, salvo que éstos se situen en el infinito.

Finalmente, obsérvese que los espejos pueden hacerse arbitrariamente
pequenos con sélo trasladar v' a lo largo de cualquier recta contenida en la
regi6n sombreada, alejandolo de la escena (véase la Figura 3.5). O

W
\Y

Figura 3.5: Cémo disminuir el tamaifio de los espejos.

Aunque los espejos puedan hacerse arbitrariamente pequenos, lo inte-
resante en las aplicaciones de visualizacion es situar los espejos de manera
que suministren una representacién que contenga tanta informacién como
sea posible. Mas concretamente, el objetivo es maximizar la resolucién de
la imagen vista, es decir, minimizar la distancia médxima del punto de vista
a (1) la porcién visible del objeto y (2) la imagen de sus partes no visibles
en los espejos. Un andlisis cuidadoso de la construccién anterior prueba que
es Optima.

Teorema 3.2 De entre todas las configuraciones de un punto de vista y
dos espejos que cubren completamente la circunferencia, la construccion del
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Teorema 8.1 minimiza la distancia mdzima entre el punto de vista y la
1magen.

Demostracion: Considérese cualquier configuracién de un punto de vista
y dos espejos. Los tres arcos de circunferencia que el punto de vista ve
(uno de ellos directamente, y los otros dos a través de los espejos) deben
solaparse para que la visién de la circunferencia sea completa. Esto prueba
que cualquier configuracion éptima debe formar un tridngulo que contenga
la circunferencia. Considérense los dos arcos que se van a ver reflejados
en los espejos. Cualquier recta tangente a la circunferencia en cualquiera
de los puntos de solapamiento de ambos arcos da lugar a una ubicacién de
los espejos que reduce la distancia méxima (primer paso de la Figura 3.6).
Es ahora obvio que la resolucién es mejor si las lineas de visién forman un
tridngulo circunscrito, como puede verse en el segundo paso de la Figura 3.6.
El paso siguiente consiste en probar que el tridngulo circunscrito éptimo
tiene que ser isésceles. El motivo es que, fijado el punto de vista, la distancia
maxima se minimiza cuando el lado opuesto del tridngulo es perpendicular
a la recta que une el punto de vista con el centro de la circunferencia (tercer
paso de la Figura 3.6). En todos estos tridngulos, la distancia méxima del

2P

‘e . .

\' \" \'%

Figura 3.6: Como disminuir la distancia méxima en 3 pasos.

punto de vista a la circunferencia es igual al semiperimetro del tridngulo. De
entre todos ellos, es sabido que el tridngulo equildtero minimiza el perimetro
y, por consiguiente, es el mejor para nuestros propositos. (|

3.1.2 El problema tridimensional

El problema tridimensional no es totalmente andlogo al bidimensional, co-
mo se verd. Para cubrir la esfera entera, los cuatro puntos de vista deben
situarse en los vértices de un tetraedro que la contenga, pero en este caso
la regién obstruida por la esfera no es un tetraedro, sino un cono. En el
caso bidimensional, el tetraedro que definen los puntos de vista y el cono
de obstruccién son una misma cosa: el tridngulo circunscrito. En el caso
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tridimensional son dos cosas distintas: los puntos de vista tienen que estar
situados en los vértices de un tetraedro circunscrito, mientras que los es-
pejos pueden estar mas cerca, puesto que sélo necesitan evitar el cono de
obstruccion.

Teorema 3.3 Un punto de vista y tres espejos son necesarios y suficientes
para iluminar una esfera en E®; ademds, los espejos pueden hacerse arbi-
trariamente pequenos.

Demostracion: De forma aniloga a la construccién bidimensional, se em-
pieza situando cuatro puntos de vista de forma que entre los cuatro vean
la esfera completa. Cada punto de vista cubre un casquete de la esfera.
Para que entre los cuatro cubran la esfera entera, los casquetes deben sola-
parse (cada tres de ellos deben compartir al menos un punto), de manera
que los puntos de vista deben estar situados en los vértices de un tetraedro
que contenga la esfera. Un tetraedro circunscrito bastara (Figura 3.7). Mas

q p

—

\Y

Figura 3.7: Posicién de cuatro puntos de vista.

adelante, se concretardn las dimensiones precisas del tetraedro a usar. Por
ahora, fijese uno de los vértices del tetraedro como punto de vista, v, y lla-
memos p, ¢ y T a los otros tres, que se situardn de forma que la cara pqr sea
un tridngulo equilatero perpendicular a la recta que une v con el centro de
la esfera.

Considérese uno de los vértices a remplazar, p. Al igual que pasa en
el caso bidimensional, todo punto p' situado en la regién determinada por
las prolongaciones de las caras del tetraedro incidentes en p ve al menos el
mismo casquete que p y, por consiguente, puede sustituir a p. Mostraremos
c6émo remplazar p, o uno de esos p’, por un espejo. Aqui empiezan a apare-
cer, tal como se ha anunciado, las diferencias con el caso bidimensional: la
“sombra” generada por la esfera al ser iluminada desde el punto de vista v
es un cono. Concretamente, los puntos cuya visién es obstruida por la esfera
se encuentran en el cono circunscrito a la esfera con vértice en v (véase la
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\Y

Figura 3.8: El cono de obstruccién.

Figura 3.8). En dos dimensiones, en cambio, este cono y el tetraedro co-
rresponden al mismo objeto: un tridngulo circunscrito. Los espejos deberan
situarse colgando del cono de obstruccién. Concretamente, el punto de vista
v se colocard de manera que el cono tangente a la esfera con vértice v tenga
angulo de apertura de 60°. Los espejos se colocaran colgando de la base
circular, tangente a la esfera, de dicho cono.

La Figura 3.9 presenta una seccién plana de la solucién, en la que v es
el punto de vista, m es el lugar de ubicacién del plano de soporte del espejo
(un punto en la base del cono), p es el punto de vista remplazado por el
espejo (un vértice del tetraedro), v' es el punto de vista virtual (reflejo de
v en el espejo) y n es el punto de la esfera opuesto a v. El espejo se debe
situar sobre el plano que pasa por m y es perpendicular a la bisectriz del
angulo vmn.

Vv

Figura 3.9: Seccién plana de la solucién.

Recuérdese que no es necesario ver desde v todo lo que v’ ve, sino sélo
lo que p ve. Esto significa que la forma del espejo necesario minimo puede
hallarse intersecando el plano de soporte del espejo con el cono determinado
por el punto de vista y la reflexion del casquete que p ve. Puesto que
la seccién plana de la esfera que determina el casquete no es paralela al
plano del espejo, la interseccién en cuestion es una elipse. Su eje menor se
encuentra en la seccién plana de la Figura 3.9, mientras que el mayor es
perpendicular a ésta.
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En la Figura 3.10 se muestra un dibujo de la configuracién, en que pueden
verse los puntos de vista y los espejos que los substituyen.

Punto devista

Figura 3.10: El tetraedro circunscrito a la esfera y los espejos que
substituyen a sus vértices.

Al igual que en el caso bidimensional, esta construccién puede modifi-
carse, de forma que los espejos se hagan arbitrariamente pequenos, con sélo
alejar los espejos del cono, es decir, alejando los puntos de vista reflejados,
trasladandolos dentro de las regiones no acotadas correspondientes.

Esto prueba que un punto de vista y tres espejos son suficientes para
ver la esfera entera. La necesidad proviene del hecho de que una esfera no
puede ser enteramente vista por menos de cuatro puntos, a menos que éstos
se situen en el infinito (en cuyo caso, dos puntos son suficientes). O

Teorema 3.4 De entre todas las configuraciones de un punto de vista y
tres espejos que cubren la esfera entera, la construccion del Teorema 3.3
minimiza la distancia mdzima entre el punto de vista y la imagen.

Demostracion: La distancia a minimizar es vm + mn (en la Figura 3.9),
que vuelve a ser el semiperimetro del tridngulo equilatero circunscrito a la
circunferencia. La argumentacién bidimensional se aplica, por tanto, nue-
vamente. O

Las Figuras 3.11, 3.12, 3.13 y 3.14 muestran simulaciones de escenas
esféricas con los tres espejos, obtenidas mediante Rayshade, un ray-tracer
creado en la Universidad de Princeton por C. Kolb y sucesivamente puesto
al dia (http://www-graphics.stanford.edu/ cek/rayshade).

Los céalculos para el caso de la esfera unidad centrada en el origen dan
el punto de vista a distancia 2 del origen, pongamos v = (0,0,—2). Por
consiguiente, la base del cono circunscrito a la esfera y de vértice v tiene
radio v/3, luego m = (v/3,0,1). El tetraedro circunscrito a la esfera, con
vértice v y la cara opuesta a v equildtera tiene los otros tres vértices a
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distancia 2v/3 de n, luego p = (2v/3,0,1). Finalmente, puesto que el espejo
se encuentra en el plano que pasa por m y es perpendicular a la bisectriz de
vmn, el punto de vista reflejado es v’ = (3v/3,0,1).

Ya se ha dicho que el espejo que se necesita es eliptico. En este ejemplo,

1613 472303
3 Y

los valores de sus semiejes son 753> esto es, aproximadamente

0.6445 y 0.6101.

Figura 3.11: Visién de la Tierra usando espejos. En esta imagen,
todas las sombras y reflejos han sido eliminados. El resultado es
una imagen sin relieve, como un mapa. El circulo central muestra
la parte de la Tierra que puede verse directamente desde el punto de
vista, mientras que las otras tres imagenes elipticas son los espejos,
que muestran iméagenes invertidas de los tres casquetes restantes.
Noétese que la Tierra se ve en su integridad.
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Figura 3.12: Visién de un balén de playa mediante espejos. En
esta imagen, los espejos se han tomado mayores de lo necesario,
para una mejor comprensién de la escena. Las pequenas imagenes
que aparecen en las esquinas de los espejos estdn causadas por las
reflexiones entre espejos.
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Figura 3.13: Visién de un objeto convexo mediante espejos. Tal
como se ha dicho, nuestra “cdmara” permite ver cualquier convexo
situado en el interior de la esfera de forma completa, usando los
tres espejos.



Figura 3.14: Una imagen que muestra tres diferentes visiones a
través de los tres espejos. A pesar de que el objeto no es convexo,
esta imagen muestra la potencialidad de nuestra “cdmara”, que
permite ver de forma muy completa la escena, y entenderla clara-
mente. (La tapadera no se ve completamente porque esté situada
fuera de la “cdmara”.)
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3.2 Problemas dependientes del objeto

En estos problemas dependientes del objeto se tiene la libertad de situar
el punto de vista y los espejos en funcién del objeto. Al igual que en el
caso de los problemas independientes del objeto, la cuestién de si un objeto
puede visualizarse de forma completa con un punto de vista y un nimero
determinado, k, de espejos estd directamente relacionada con la cuestién de
si puede verse desde k + 1 puntos de vista: todo objeto que puede verse
desde un punto de vista con la ayuda de k espejos puede también ser visto
desde el punto de vista mds sus k puntos (de vista) reflejados. Sin embargo,
tal como se verd a lo largo de esta seccién, el reciproco no es cierto, a causa
de la obstrucciéon que el mismo objeto puede producir.

En el punto 3.2.1 se demuestra que todo m-gono convexo puede verse
totalmente con un punto de vista y un espejo, y se resuelve el correspondiente
problema de optimizacién, es decir, de maximizacién de la resolucién de la
imagen, en tiempo O(n).

Cuando se manejan poligonos no convexos, las cosas se complican, puesto
que no siempre es posible ver de forma completa un poligono simple con sélo
dos puntos de vista e, incluso cuando lo es, los problemas de obstruccién
pueden imposibilitar la substitucién de uno de ellos por un espejo. En el
punto 3.2.2 se presentan dos resultados a este respecto: un algoritmo que
en tiempo O(nlogn) determina si un poligono puede cubrirse totalmente
con dos puntos de vista y, en caso afirmativo, encuentra todas las regiones
donde dichos puntos pueden situarse, y otro que, en tiempo O(n?), decide
sobre la existencia y, en su caso, ubica un punto de vista y un espejo.

Finalmente, en el punto 3.2.3 se aborda el problema de la visibilidad con
tres o mas puntos de vista. El salto de dos a tres (o mds) puntos de vista
resulta significativo, pues el problema para tres puntos de vista presenta
propiedades muy distintas de las del problema para dos puntos. El resultado
principal de esta seccién es un algoritmo de complejidad O(n?log? n) para
calcular el menor nimero de puntos de vista que permiten ver de forma
completa, conexa y sin puntos de corte un n-gono simple, y determinar sus
regiones de ubicacién.

3.2.1 Visién de un poligono convexo con un punto de vista
y un espejo

Dado un poligono convexo, se trata de situar un punto de vista y un dnico
espejo que permitan ver enteramente el poligono. El primer paso, como se
ha dicho antes, consiste en situar dos puntos de vista que conjuntamente
abarquen el poligono entero, para luego reemplazar uno de ellos por un
espejo.

Lema 3.5 Todo n-gono convexo es completamente visible con dos puntos de
vista simultdneos. Un par de tales puntos de vista puede hallarse en tiempo
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O(logn). Todos los pares de regiones donde situar los puntos de vista pueden
hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Siempre es posible hallar dos rectas de soportedel poligono
paralelas, cada una de las cuales tenga tan sélo un punto en comin con
el poligono (Figura 3.15). Los dos puntos de tangencia descomponen la
frontera del poligono en dos cadenas. La interseccién de los semiplanos
determinados por los lados de una de tales cadenas, y que no contienen
al poligono, tienen, sin duda, interseccién no vacia. De hecho, y a causa
de la convexidad, tal interseccién se reduce a la de dos semiplanos: los
correspondientes el primer y ultimo lados de la cadena. Todo punto del
interior de la interseccién de semiplanos correspondientes a una cadena ve la
cadena entera. Por consiguiente, dos puntos, situados uno en la interseccién
correspondiente a cada cadena, cubren el poligono integramente.

Figura 3.15: Dos puntos de vista permiten ver enteramente un
poligono convexo.

Dado un poligono convexo, un par de tales puntos puede hallarse en
tiempo O(logn), donde n es el nimero de lados del poligono, puesto que
no hay més que fijar una direccion para las rectas de soporte y hallar los
dos puntos de tangencia que determinan las dos cadenas, hecho lo cual las
regiones de los posibles puntos de vista se encuentran en tiempo constante.

Por otro lado, obsérvese que si dos puntos de vista, v y v’, permiten ver
un poligono convexo P de forma completa, entonces la frontera de P puede
descomponerse en dos cadenas, C'y C’, de forma que v ve C, v' ve C' y los
extremos de C' y C’ forman un par antipodal de vértices de P. Puesto que
todos los pares antipodales pueden hallarse en tiempo lineal [106], todos los
pares de regiones para los puntos de vista se hallan en tiempo lineal. O

Teorema 3.6 Todo poligono convexo puede verse de forma completa con
un punto de vista y un espejo.

Demostracion: Se empieza considerando dos regiones, una para cada punto
de vista, y se trata de remplazar uno de los puntos de vista por un espejo.
En otras palabras, se trata de hallar un punto de vista en una de las regiones
y una posicién para el espejo tales que (1) el punto de vista se refleje en un
punto de la otra regién y (2) no aparezcan problemas de obstrucciéon que
impidan que el punto de vista vea, a través del espejo, lo mismo que el punto
reflejado ve de forma directa.
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Llamaremos n y s (norte y sur) a los extremos de las dos cadenas. Las
semirrectas que delimitan la regién de la izquierda seran [, y [5, mientras
que las que delimitan la regién de la derecha se llamarén r, y rs, tal como
se ilustra en la Figura 3.16.

Sitdese un punto de vista v en el dngulo formado por [, y [, y tracese
la recta de soporte “sur” de v al poligono, obss. Toda trayectoria de visién
desde v que pretenda ver el punto n a través de un espejo debe pasar por
debajo de la recta obss; y luego reflejarse en un espejo por encima de r,.
Toémese cualquier punto m situado en el angulo determinado por obss y 75
(nétese que v siempre puede situarse de manera que obsg y ¢ se corten), y
sitiese el espejo en la recta que pasa por m y es ortogonal a la bisectriz de
vmn, tal como se muestra en la Figura 3.16. De esta forma, queda asegurado
que (1) el punto de vista reflejado se encuentra en la regién de visibilidad
adecuada y (2) no aparecen problemas de obstruccién.

m imagen reflgjada

Figura 3.16: Cémo situar un punto de vista y un espejo.

Esto prueba que cualquier poligono puede verse de forma completa con
un punto de vista y un espejo adecuados. La Figura 3.16 también muestra
la longitud minima necesaria del espejo, para v y m dados. O

Teorema 3.7 Dado un n-gono convezxo, es posible hallar en tiempo O(n)
el punto de vista y el espejo que, de entre todos los posibles, minimizan la
distancia mdzima del punto de vista a la imagen.

Demostracion: El algoritmo considera cada par antipodal (n,s) de vértices
del poligono. Tal como se indicaba en la demostracién del Teorema 3.6,
toda configuracion factible de un punto de vista y un espejo debe situar el
punto de vista en una de las regiones de visibilidad, y el punto reflejado
en la otra, de forma que la linea de visién del punto de vista a la cadena
opuesta se refleje en el espejo evitando la obstruccién. En la Figura 3.16,
esto se lograba situando el punto de vista v en la regién izquierda y el punto
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m en el &ngulo determinado por obss y r,. Sin embargo, las construcciones
posibles, que el algoritmo debe explorar, son cuatro: (1) situar v en la regién
de la izquierda y m en el dngulo determinado por obsg y ry,; (2) situar v en
la regién de la izquierda y m en el dngulo determinado por obs, y 7s; (3)
situar v en la region de la derecha y m en el &ngulo determinado por obs,, y
ls; (4) situar v en la regién de la derecha y m en el 4ngulo determinado por
obss y ly.

Se explicard como proceder en el primero de los casos, puesto que los
restantes son andlogos. Para ello, considérese una vez maés la construccion
de la Figura 3.16, en que v se encuentra en la regién de visibilidad de la
cadena izquierda y m se sitiia en el angulo determinado por obss y r,. Para
minimizar la distancia maxima de v a los puntos del poligono, estd claro
que v debe situarse sobre l, y m en el vértice del dngulo, esto es, en la
interseccion de obsg y r,. Al mover v a lo largo de [,, dos son las cosas
que pueden suceder: (1) obsg rota alrededor de su vértice de soporte (y por
consiguiente m se mueve a lo largo de r,) o (2) obss; cambia de punto de
soporte en el poligono, pasando de un vértice al contiguo (que, en tal caso,
debe ser otro vértice antipodal de n). Entre dos sucesos de tipo (2), es
posible localizar la posicién de m que minimiza la distancia vm + mn en
tiempo constante. En consecuencia, de entre todas las posibles ubicaciones
de v en [,, se puede hallar el punto de vista v que minimiza la distancia
vm +mn en tiempo O(k;), donde k; es el niimero de vértices antipodales de
v; = n. Por consiguiente, al repasar todos los pares antipodales, el algoritmo
tiene complejidad total T'(n) = Ziﬁar'am' O(k;) = O(n).

El tinico problema proviene del hecho de suponer que la distancia maxima
de un punto de vista v al poligono siempre se alcanza en el “polo norte”, n,
lo cual no es siempre cierto. Esto significa que la distancia a minimizar no
es siempre vm + mn. A causa de la convexidad de P, la distancia maxima,
de v a P sélo puede alcanzarse en m o en s, de modo que la distancia a
minimizar es vm + mn o bien vm' + m's (véase la Figura 3.17).

Un pequeno anadido al algoritmo anterior resuelve este inconveniente:
una vez obtenido el punto de vista v que minimiza la distancia vm + mn, se
compara ésta con vm’+m's. Sivm/+m's es menor que vm+mn, el problema
estd resuelto. En caso contrario, debe moverse v hacia el poligono: esto
aumentard la distancia a n y disminuird la distancia a s. Es facil comprobar
que la posicién éptima es la que iguala ambas distancias. O

3.2.2 Visién de un poligono simple con un punto de vista y
un espejo

En el caso no convexo, las cosas se complican en dos sentidos. En primer
lugar, algunos poligonos, como el de la Figura 3.18, no pueden cubrirse de
forma completa sélo con dos puntos de vista.

En segundo lugar, incluso cuando un poligono puede verse con dos puntos
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Figura 3.17: La distancia méxima de v a la imagen del poligono
puede alcanzarse en el punto s.

de vista de forma completa, no estd garantizado que pueda verse con un
punto de vista y un espejo, como se ilustra en la Figura 3.19.

A pesar de ello, es conveniente empezar estudiando ciando un poligono
puede verse totalmente con dos puntos de vista, para luego ver cuidndo y
cémo uno de los puntos de vista puede reemplazarse por un espejo.

Antes que nada, recuérdese que si el poligono puede verse de forma com-
pleta con dos puntos de vista, entonces cada uno de ellos debe ser responsable
de la visién de una cadena conexa de lados del poligono, de tal manera que
los extremos de las dos cadenas soporten un par de rectas paralelas tangentes
al poligono, como puede verse en la Figura 3.20.

Figura 3.18: Un poligono que no puede verse de forma completa
con dos puntos de vista.
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Figura 3.19: Un poligono que puede verse de forma completa con
dos puntos de vista, pero no con un punto de vista y un espejo.

Figura 3.20: Un poligono que puede verse de forma completa por
dos puntos de vista, las dos rectas paralelas de soporte y las dos
cadenas en que se descompone el poligono.

Por consiguiente, lo primero que debemos hacer es analizar la visibilidad
de tales cadenas. Sea C' una cadena poligonal simple y conexa de n lados.
Nos interesa determinar, en primer lugar, la existencia de algiin punto del
plano que ve la cadena entera, es decir, capaz de ver todos los puntos de C'.
Este problema es andlogo al de decidir si un poligono simple es estrellado,
pero en este caso se plantea para una poligonal. En el caso de poligonos
simples, el problema de decisién puede resolverse en tiempo lineal mediante
un algoritmo de programacién lineal [88], puesto que se trata de averiguar si
el nicleo del poligono (la interseccién de todos los semiplanos determinados
por sus lados) es vacio. En el caso de poligonales simples, la cuestién no es
la, misma.

Observacion 3.8 Un punto que se encuentre en la interseccion de todos
los semiplanos determinados por los lados de una poligonal simple puede no
ver todos los puntos de la poligonal.

Demostracion: Como demostracion, véase la Figura 3.21: en ambos ejem-
plos, ninguno de los puntos de la interseccién de los semiplanos determinados
por los lados de la cadena (la regién sombreada) ve la cadena completa. [

En el caso que nos interesa, sin embargo, las cadenas tienen la propie-
dad de que sus extremos forman siempre un par antipodal de vértices del
poligono, de manera que pertenecen a la envolvente convexa de éste.
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Figura 3.21: El nicleo de visibilidad de una poligonal no coincide
con la interseccién de los semiplanos definidos por sus lados.

Lema 3.9 S5i C' es una cadena conezxa de lados de un poligono P cuyos
extremos pertenecen a la envolvente convexa de P, entonces los puntos que
ven la entera cadena C' son exactamente los que pertenecen a la interseccion
de los semiplanos determinados por los lados de C.

Demostracion: Empecemos descomponiendo C' en subcadenas cuyos extre-
mos sean vértices consecutivos de la envolvente convexa de P. Probaremos
que la propiedad vale para cada una de dichas subcadenas. EIl resultado
para la cadena completa resulta entonces trivial.

Considérese, pues, la cadena C, cuyos extremos, = e y, son vértices
consecutivos de la envolvente convexa de P. Sea p un punto de la interseccién
de todos los semiplanos definidos por los lados de C, p € (| H;. Queremos
demostrar que p ve todos los puntos de C.

Si p pertenece al interior del “bolsillo”, esto es, al interior del poligono
C que se obtiene al anadir el lado Zy a C, entonces p pertenece al nticleo de
C'y, por consiguiente, ve todo C. En hecho de que C sea simple y de que p
pertenezca al semiplano apropiado definido por Ty se debe a que x e y son
consecutivos en la envolvente convexa de P (Figura 3.22).

X Yy

Figura 3.22: Todo el poligono se encuentra a un mismo lado de
zy.

Si p no pertenece al interior del poligono C', entonces puede eliminarse
una oreja de C cuyo vértice no sea ni x ni y, y proceder recursivamente.
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Una tal oreja existe siempre (esto es, mientras C tenga 4 o més lados) a
causa del teorema de las dos orejas de Meisters [90]. Al eliminar una oreja,
los lados a, b de C se substituyen por un nuevo lado ¢ (véase la Figura 3.23).
Antes de la eliminacién de la oreja, se tenia p € H, N Hy N ([ H;). Una

ob

Figura 3.23: Procedimiento recursivo.

vez eliminada, se tiene p € H. N ([ H;). En caso contrario, p habria sido
interior al tridngulo abe, lo cual es imposible porque p no es interior a C.
Por induccién, p ve la nueva cadena, esto es, p ve todos los lados de la vieja
cadena que no han sido eliminados, mas el lado recientemente introducido,
c. Pero entonces p debe ver también los lados a y b, porque para todo punto
q € a Ub el segmento pq tiene que cortar a ¢ (recuérdese que p pertenece a
los semiplanos adecuados). Puesto que p ve todos los puntos de ¢, p debe
ver también el punto ¢ (Figura 3.24). La induccién se lleva a cabo mientras

Figura 3.24: Si p ve a ¢, entonces debe ver a a y a b.

queden orejas por eliminar, es decir, hasta que el bolsillo C se reduce a un
tridngulo, en cuyo caso la prueba es inmediata.

Esto demuestra que todo punto de la interseccién de los semiplanos ve
la cadena entera. El reciproco no presenta ninguna duda: todo punto que
ve la cadena entera debe pertenecer a la interseccién de los semiplanos. [

Teorema 3.10 Sea P un poligono simple con n lados. La existencia de dos
puntos de vista que pueden ver conjuntamente el poligono P entero puede
determinarse en tiempo O(nlogn). Es mds: todos los pares de regiones en
las que situar tales puntos pueden calcularse en tiempo O(nlogn).
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Demostracion: Como queddé dicho anteriormente, si el poligono es visible
de forma completa con dos puntos de vista, cada uno de ellos debe ser
responsable de ver una cadena conexa de lados del poligono, de tal manera
que los extremos de las dos cadenas formen un par antipodal de vértices del
poligono (recuérdese la Figura 3.20).

Por consiguiente, para decidir si un poligono puede verse con dos puntos
de vista, el primer paso consiste en calcular todos los pares antipodales de
vértices del poligono. Luego, se empieza con un par. Puesto que la frontera
del poligono queda descompuesta en dos cadenas cuyos extremos pertenecen
a la envolvente convexa de éste, el Lema 3.9 es aplicable, y la regién de
factibilidad del punto de vista de cada cadena se obtiene como interseccion
de los semiplanos determinados por sus lados. Al ir rotando la direccién de
las rectas de soporte, recorriendo asi todos los pares antipodales de vértices
del poligono, se actualizan las dos regiones de visibilidad. Tras una rotaciéon
completa de 180°, se ha detectado cualquier posibilidad de ver el poligono
entero con dos puntos de vista y, en su caso, se ha obtenido al mismo tiempo
toda la informacién sobre las regiones en las que se pueden situar los puntos
de vista. Esto puede llevarse a término en tiempo O(nlogn) mediante un

algoritmo de mantenimiento off-line de la interseccién de los semiplanos [61].
O

Dado un poligono que puede ser visto en su totalidad desde dos puntos
de vista simultdneos, el algoritmo que decide si puede o no simularse uno
de los puntos de vista mediante un espejo y localiza una posicion factible
de éste se basa en la observacién siguiente (Figura 3.26). Si un poligono es
visto con un punto de vista y un espejo, entonces el punto de vista puede
trasladarse hacia el poligono, a lo largo de la recta que lo une a su reflejado,
mientras no salga de su regién de visibilidad. Por su parte, el punto de
vista reflejado puede rotarse, con centro de rotaciéon en el punto de vista,
alejandose del poligono, mientras no salga de su correspondiente region de
visibilidad. De esta forma, se obtiene el siguiente

Lema 3.11 Si un poligono simple es completamente visible desde un pun-
to de vista con un espejo, entonces el espejo siempre puede situarse de tal
manera que tanto el punto de vista como el punto de vista reflejado se en-
cuentren sobre la frontera de sus respectivas regiones de factibilidad.

Demostracion: Supdngase que las rectas paralelas de soporte descomponen
la frontera del poligono en una cadena izquierda y una cadena derecha. La
cadena izquierda es visible desde la region de factibilidad izquierda, mientras
que la cadena derecha lo es desde la regién de factibilidad de la derecha.
Supodngase también que es posible ver integramente el poligono desde un
punto de vista situado en la regién de factibilidad de la izquierda, con un
espejo adecuadamente situado, de tal forma que la recta que une el punto
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de vista v con su reflejado, v' estd situada por debajo del poligono, tal como
muestra la Figura 3.25.

poligono ! imagen reflegjada

Figura 3.25: Un punto de vista con un espejo.

El punto de vista v puede trasladarse hacia el poligono a lo largo de
la recta vv', mientras no salga de su regién de factibilidad, sin mover el
punto v’ (Figura 3.26). Una tal traslacién de vector  implica una traslacién
del espejo (alejandolo, también del poligono) de vector g , lo cual a su vez
produce una traslacién de la imagen reflejada, de vector . Con semejantes
movimientos, es imposible introducir nuevas obstrucciones, puesto que las
lineas de visién también se trasladan, alejandose del poligono, tinica fuente

posible de obstruccién.

SRR CEEEN

N

N\

| N

Ny

imagen reflejada
del punto de vista

punto de vista

Figura 3.26: Coémo mover el punto de vista y su reflejado sin
generar obstruccién.

Por su parte, es posible aplicar una rotacién, con centro en el punto de
vista v que aleje su imagen, v', del poligono, mientras v' no salga de su regién
de factibilidad (Figura 3.26). Una rotacién de v' de dngulo « implica una
rotaciéon del espejo de mismo dngulo, que a su vez induce un movimiento de
la imagen que es vista a través del espejo. Las lineas de visién, en suma, se
alejan, por rotacién del poligono, evitando asi cualquier obstruccion.

Tanto la traslacién de v como la rotacién de v’ permiten llevar los puntos
a la frontera de sus respectivas regiones, puesto que ambos movimientos
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siguen una trayectoria (una recta y una circunferencia, respectivamente)
que corta a la recta que une el par antipodal de vértices del poligono, recta
que no puede cruzarse sin abandonar las regiones de visibilidad. O

Este resultado, sin embargo, no significa que el punto de vista y su punto
reflejado siempre puedan ubicarse en vértices de sus correspondientes regio-
nes de factibilidad. La Figura 3.27 muestra un ejemplo en que el punto de
vista no puede llevarse a un vértice: si el punto de vista se desplaza hacia
arriba, el poligono obstruye la linea de visién que une el punto de vista
con la imagen reflejada del poligono, mientras que si el punto de vista se
desplaza hacia abajo el espejo tropieza con el poligono. Una simple modifi-

Figura 3.27: El punto de vista no puede llevarse a un vértice.

cacion del ejemplo anterior permite demostrar un resultado andlogo referido
a la imagen reflejada en el espejo del punto de vista, tal como se ve en la
Figura 3.28.

Con esto, estamos listos para resolver el problema de decision y locali-
zacién de un punto de vista y un espejo.

Teorema 3.12 En tiempo O(n3) es posible decidir si un poligono simple
con n lados puede verse de forma completa desde un punto de vista, con un
espejo y, en su caso, hallar posibles ubicaciones para ambos.

Demostracion: Para cada par antipodal de vértices del poligono, el algoritmo
esencialmente comprueba las posibilidades enfrentando la frontera de una
de las regiones de visibilidad contra la otra. Esto debe hacerse poniendo
cierto cuidado en los detalles: para un punto de vista situado en la region
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Figura 3.28: Ni el punto de vista ni su imagen pueden llevarse a
un vértice.

de visibilidad de una de las cadenas, la obstruccién a la visién de la otra
cadena (reflejada) puede venir determinada por cualquier par antipodal que
contenga uno de los dos vértices elegidos.

Concretamente, al enfrentar un lado de la frontera de la regién digamos
que “izquierda” contra un lado de la frontera de la region “derecha”, en
busca de una posible ubicacién del punto de vista en la izquierda y del
reflejado en la derecha, el problema a considerar, que es el de la obstruccion,
depende de la recta de soporte del poligono que pasa por el punto de vista.
Dicha recta, tal como se ve en la Figura 3.29, puede apoyarse en el poligono
en diversos vértices: todos los que forman un par antipodal con el vértice
n. Por consiguiente, los lados de la regién izquierda deben descomponerse

Figura 3.29: Distintos puntos de apoyo de la recta de soporte.

en subsegmentos, cada uno de los cuales corresponde a un tnico punto de
apoyo de la recta de soporte.
El algoritmo enfrenta cada subsegmento de la izquierda contra cada lado
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de la derecha buscando un punto de vista a la izquierda y su reflejado a la
derecha (y viceversa). Esto puede hacerse en tiempo constante para cada
par de segmentos izquierda/derecha, con s6lo decidir si el punto critico de
reflexién, r, (que no es mas que la interseccién de la mediatriz de vv' con el
segmento v'n) puede situarse por debajo de la linea obs de obstruccién o no
(véase la Figura 3.30).

4 0bs

Figura 3.30: Cémo resolver el problema de obstruccién.

El algoritmo, en su totalidad, tiene complejidad O(n?): considera cada
par antipodal de vértices del poligono (en total hay O(n) pares antipodales)
y, para cada uno, enfrenta cada subsegmento de la frontera de una regién
(cada regién tiene O(nk;) subsegmentos, donde k; = #pares antipodales de
v;) contra cada lado de la frontera de la otra regién (cada region tiene O(n)
lados) en tiempo constante. El coste acumulado es, pues

#par.ant. #par.ant.

T(n)= Y, O@mk)O(n) =0’ Y Ok)=0(n’).
i=1 i=1
O

3.2.3 Visién de un poligono simple con tres o mas puntos de
vista

Cuando un punto de vista y un espejo no bastan para visualizar un poligono,
se requieren espejos adicionales. En este caso, los problemas algoritmicos se
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complican sustancialmente, incluso si el problema se relaja y se reduce al de
visualizar un poligono con tres puntos de vista. Tres son, esencialmente, los
motivos.

En primer lugar, se observa que existen poligonos que pueden ser vistos
de forma completa con tres puntos de vista simultdneos, pero cuya frontera
no se puede descomponer en tres cadenas contiguas y conexas tales que
cada punto de vista sea responsable de la visién de una de ellas. Un ejemplo
de esta situacién se ofrece en la Figura 3.31, en que la tinica manera de
visualizar completamente el poligono exige situar los tres puntos de vista
de tal forma que dos de ellos ven porciones no conexas de la forntera del
poligono. Concretamente, v ve abc, vy ve cdefgh y jklm, y vs ve ghij y
Imnopa.

Figura 3.31: Un poligono que no puede verse de forma conexa.

Las cosas no mejoran si nos restringimos a los casos de visién conexa,
porque aparece el segundo problema a que se ha hecho mencién: existen
poligonos que pueden verse con tres puntos de vista simultdneos, de forma
que cada uno de ellos sea responsable de la visién de una cadena conexa de
la frontera del poligono, pero que exigen que algunos de los extremos de las
susodichas cadenas no sean vértices del poligono. Véase el ejemplo de la
Figura 3.32, en que para ver el poligono desde tres puntos de forma conexa
se requiere un punto de corte en la zona dibujada en trazo grueso.

Finalmente, nos podriamos restringir a los casos de visién conexa y sin
puntos de corte; es decir, a considerar sélo descomposiciones de la frontera de
los poligonos en tres subcadenas conexas con extremos situados en vértices
del poligono. Incluso en este caso, no todos los escollos estan salvados, por-
que puede ocurrir que se pueda descomponer la frontera de un poligono en
tres subcadenas del tipo descrito, cada una visible desde un punto de vista,
de tal forma que los extremos de las cadenas no pertenezcan a la envolvente
convexa del poligono (recuérdese que tal cosa era imposible cuando los pun-
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Figura 3.32: Un poligono que requiere un punto de corte.

tos de vista eran s6lo dos), de forma que el Lema 3.9 resulte imposible de
aplicar. Sin embargo, un estudio cuidadoso de la situacién permite obtener
resultados interesantes.

Teorema 3.13 Fs posible calcular el nimero minimo de puntos de vista que
permiten ver integramente un poligono simple de n lados de forma coneza y
sin puntos de corte, asi como hallar sus regiones de factibilidad, en tiempo
O(n?log?n).

Demostracion: Este es, esencialmente, el esquema del algoritmo: primero
calcula la region de visibilidad de cada vértice del poligono, luego calcula
todas las cadenas maximales que pueden ser vistas desde un tinico punto de
vista, y finalmente avanza a lo largo de la frontera del poligono para hallar
un recubrimiento minimo.

Las regiones de visibilidad de todos los vértices se pueden calcular en
tiempo O(n?), mediante un algoritmo de [27, 48]. Para calcular las cadenas
maximales de forma eficiente, obsérvese que las cadenas que contienen dos
(o més) vértices pertenecientes a bolsillos distintos son ficiles de manejar,
porque sus regiones de visibilidad si se obtienen por interseccién de semi-
planos (exteriores a la envolvente convexa del poligono). Esto nos llevaria
a un algoritmo basado en el mantenimiento on-line de una intersecciéon de
semiplanos (que puede llevarse a cabo en tiempo O(nlog?n) mediante un
algoritmo de [105]) si no tuviéramos que considerar las cadenas completa-
mente comprendidas en un bolsillo. La region desde la cual una tal cadena
es visible no es ni siquiera necesariamente convexa (véase el ejemplo de la
Figura 3.33). Aun y asi, la regién de visibilidad de cualquier subcadena de
un bolsillo puede descomponerse en dos partes: la exterior y la interior (res-
pecto de la envolvente convexa del poligono). La exterior es, una vez més,
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Figura 3.33: Una cadena cuya regién de visibilidad no es convexa.

una interseccién de semiplanos, mientras que la interior no lo es, y debe ser
analizada con méas detalle.

Considérese un bolsillo del poligono. Para calcular las cadenas maxima-
les del bolsillo que pueden verse desde un punto de vista situado en el interior
del bolsillo, podriamos intersecar las regiones de visibilidad de vértices con-
tiguos hasta que el resultado fuera una regién vacia. Esto se podria volver
a hacer, una y otra vez, empezando con cada vértice. Este procedimiento
resolveria el problema, pero a un alto coste. En vez de eso, se triangula el
poligono y se mantiene, para cada tridngulo, la informacién de su intersec-
cién con la regién de visibilidad de cada vértice. Esto representa guardar la
informacién de, como mucho, dos semiplanos por vértice. Entonces, todas
las cadenas de todos los bolsillos, maximales por la derecha, y que pueden
verse desde un punto de vista, se obtienen en tiempo O(n? log? n) usando
un algoritmo, como el citado de [105], que mantenga la interseccién on-line
de los semiplanos en cada tridngulo (hay n — 3 tridngulos).

La region de visibilidad exterior de una cadena contenida en un bolsillo
es, como ha sido dicho, una interseccién de semiplanos. Concretamente, cada
vértice del bolsillo puede ser visto externamente desde la regién formada por
la interseccién de tres semiplanos (recuérdese la Figura 3.33). Uno de ellos
estd determinado por el segmento de la envolvente convexa que cierra el
bolsillo, mientras que los otros dos pueden hallarse en tiempo O(logn) por
vértice, previo preproceso lineal del bolsillo, segiin se demuestra en [59].

En conjunto, la combinacién de la visién interna de los bolsillos y de la
vision externa permite calcular todas las cadenas maximales del poligono
que son visibles desde un punto de vista en tiempo O(n? log? n). Nétese la
similitud de este algoritmo con el de Teorema 2.30.

Finalmente, se usan las cadenas maximales para hallar un recubrimiento
minimo del poligono. Esto se lleva a cabo recorriendo la frontera del poligono
del modo siguiente. Se parte de un vértice cualquiera, v;. Un tnico punto
de vista permite alcanzar a ver la cadena maximal entera que comienza en
v1. Sea vy el extremo de dicha cadena. Se usa entonces la cadena maximal
que comienza en vy para seguir cubriendo el poligono, y asi sucesivamente.
El recorrido termina cuando se encuentra un vértice que ya ha sido visitado,
lo cual ocurre, a lo sumo, al cabo de n pasos, puesto que no hay méas que n
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vértices. En este momento, ha sido hallado un recubrimiento del poligono.
Sélo queda por comprobar que dicho recubrimiento sélo dé una vuelta alre-
dedor del poligono. De ser asi, el problema esta resuelto. En caso contrario,
cualquier subrecubrimiento del recubrimiento hallado en que no se solapen
mas que dos de las cadenas contiene el mismo niimero de cadenas y es una
posible solucién. En ambos casos, la maximalidad de las cadenas prueba
que el recubrimiento hallado utiliza el niimero minimo de puntos de vista.
En esto, el algoritmo es semejante el del Teorema 2.9. O

3.3 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se han presentado soluciones a diversos problemas de visua-
lizacién completa mediante el uso de espejos. En el punto 3.1 se ha resuelto
de forma completa, tanto en dos como en tres dimensiones, el problema
de disenar una cadmara que permita visualizar totalmente cualquier objeto
convexo situado en ella, en cualquier orientacién, usando el menor niimero
posible de espejos y obteniendo la mayor resolucién posible en las imégenes.
Las vistas simuladas por ray-tracing muestran la potencialidad de nuestra
configuracién, incluso para la visualizacién de objetos no convexos.

En el punto 3.2 se han planteado problemas algoritmicos, dependientes
del objeto a visualizar. Si éste es un poligono convexo, los Teoremas 3.6
y 3.7 resuelven el problema de visualizacién de forma éptima, tanto por
el nimero de espejos utilizados (uno) como por la resolucién de la imagen
obtenida.

Si el objeto a visualizar es un poligono simple, se han resuelto los proble-
mas de decisién y de localizacién tanto para dos puntos de vista (Teorema
3.10) como para un punto de vista y un poligono (Teorema 3.12). Sin embar-
go, la diferencia entre la complejidad de una y otra soluciones hace pensar
que el algoritmo para un punto de vista y un espejo es mejorable, aunque
el problema de obstruccién es tal que no es previsible que su complejidad se
pueda reducir hasta igualar la del problema de los dos puntos de vista.

Por 1ltimo, cuando el poligono no es visualizable de forma completa con
s6lo dos puntos de vista, se plantea la cuestion de cudntos son los puntos
de vista necesarios para cubrirlo enteramente, y aparecen los problemas de
la conexién de las imédgenes y de los puntos de corte de éstas. El problema
se ha resuelto para el caso restringido (con conexién y sin puntos de corte),
y cabria preguntarse por la complejidad del problema sin restricciones, que
se intuye muy semejante al problema del recubrimiento minimo. También
cabria preguntarse por la posible substitucién de todos los puntos de vista
menos uno por espejos, aunque la cuestiéon no parece tener interés més que
para el caso de tres puntos de vista, a causa de la obstruccién.
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Capitulo 4

Optimizacion con
programacion lineal y calculo
de medianas

Bajo este titulo presentamos una serie de resultados que, sin tener relaciéon
directa con problemas de visibilidad, han sido obtenidos mediante el uso de
una técnica que es de aplicaciéon para resolver algunos de los problemas de
visibilidad que se estudian en el capitulo siguiente. Dicha técnica ha mostra-
do tener una potencia de gran alcance, pues con ella se han podido resolver
de modo 6ptimo problemas originalmente muy dispares. Nos ha parecido
que tenia interés ofrecer una clara prueba de ello, en vez de limitarnos a su
aplicacién a problemas de visibilidad, y a ello dedicamos el presente capitulo.

Para dar una idea de la variedad de problemas que pueden resolverse
con una técnica que, en esquema, es basicamente la misma, compdarense la
siguientes tres muestras:

Problema 1. Hallar el menor casquete esférico que contiene a un conjunto
dado de puntos de una esfera.

Problema 2. Hallar las tangentes exteriores comunes a dos poligonos con-
vexos, definidos por intersecciéon (posiblemente redundante) de semiplanos.

Problema 3. Hallar el punto del plano que, cumpliendo determinadas
restricciones lineales, ve un segmento dado con dngulo de visién méximo.

Se convendra en que los tres enunciados anteriores no presentan gran-
des similitudes. El primero es un problema minimax de localizacién, puesto
que puede plantearse como biisqueda del punto de la esfera que minimiza la
maxima distancia geodésica sobre la esfera a los puntos dados. La primera
seccion del presente capitulo se dedica a este y otros problemas de locali-
zacion de servicios con restricciones, que pueden resolverse con la técnica
antes aludida. El segundo es un problema geométrico cuya solucién es bien
conocida cuando los poligonos vienen dados por la lista ordenada de sus
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vértices. La segunda seccién del presente capitulo se dedica a la solucién
de problemas geométricos con poligonos, cuando éstos vienen dados como
interseccion, posiblemente redundante, de semiplanos. La técnica a que se
ha hecho mencién permite resolver gran niimero de ellos en tiempo éptimo,
sin necesidad de reconstruir los poligonos. El tercero es, finalmente, un pro-
blema de visibilidad o, para ser mds precisos, de optimizacién de la visién.
Los problemas de este tipo se recogen en el capitulo siguiente, que vuelve a
dedicarse més propiamente a temas de visibilidad y, mas concretamente, a
la optimizacion del dngulo de visiéon. No debe olvidarse, sin embargo, que
estos problemas son los que han dado lugar a la técnica que se estudia en el
presente capitulo. De hecho, ya en el Capitulo 2 se han obtenido resultados
con esta misma técnica, concretamente los referidos a la optimizacién de
la calidad de la visiéon de una nube de puntos de un plano desde diversas
trayectorias den espacio.

Si puede decirse, pues, que aqui recogemos resultados cuya relacién con
la visibilidad no radica en la formulacion de los problemas, sino en la técnica
usada en su resolucién, bueno serd decir alguna cosa sobre dicha técnica an-
tes de entrar en detalles. Se trata de tomar los datos de entrada de cada
problema, sean éstos puntos de una nube, vértices de un poligono o restric-
ciones lineales, y de eliminar, por irrelevantes para el problema, una fraccion
fija de ellos a cada iteracién del algoritmo. Se trata, pues, de seguir un es-
quema de poda y bisqueda en que, para determinar los elementos del input
que pueden despreciarse, se utiliza un oraculo que, en tiempo lineal, es capaz
de resolver el problema en una dimensién menos o, mas concretamente, de
determinar, dada una recta, a qué lado de ésta se encuentra la solucién. En
la mayor parte de los casos, el ordculo se basa en la solucién de un problema
de programacién lineal o incluso, simplemente, en el cdlculo de una media-
na. El algoritmo de Megiddo para hallar el menor circulo/bola contenedor
de una nube de puntos ha servido de inspiracién para nuestros algoritmos.
Megiddo presenté su algoritmo en [88, 89], mientras Dyer lo desarrollaba
y mejoraba de forma independiente en [42, 43]. Posteriormente, esquemas
semejantes han sido usados para resolver otras versiones del problema del
circulo contenedor minimo [13, 72]. Nosotros mostraremos aplicaciones de
diversos tipos. Las primeras, recogidas en el punto 4.1, también se refieren
al cdlculo del circulo contenedor minimo, pero con restricciones. El resto de
aplicaciones, recogidas en el punto 4.2 las unas y en el Capitulo 5 las otras,
van mas alld y muestran cémo nuestra técnica permite resolver un abanico
muy amplio de problemas.
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4.1 Localizacién minimax de servicios con restric-
ciones

En el problema clasico de localizacién de servicios [53] se considera un con-
junto C' de n puntos del plano que representan a otros tantos usuarios,
plantas industriales, escuelas, mercados, centros de distribucién o cualquier
otro elemento, dependiendo del contexto en que se inscriba el problema, y se
desea determinar la ubicacién z (otro punto del plano) en la que situar un
servicio (centro emisor, punto de venta, etc.) de tal manera que se minimice
la distancia euclidea de x a su usuario mas lejano. Este criterio de minimax
resulta particularmente adecuado en la ubicacién de servicios de urgencias,
tales como centrales de bomberos u hospitales, con el objeto de minimizar el
tiempo de respuesta en el caso peor. Este problema tiene una interpretacion
geométrica elegante y sucinta: se trata de hallar el menor circulo contenedor
de un conjunto de n puntos dado. El centro de dicho circulo es, precisamen-
te, la ubicacién de . En la bibliografia, este problema aparece con distintas
denominaciones, como las de minimum spanning circle o Euclidean I1-center
problem. Tiene una larga historia que se remonta a su formulacién por Syl-
vester en 1857 [121]. El planteamiento geométrico del problema, junto con
el hecho de que el menor circulo contenedor de C' estd determinado por un
par o una terna de puntos de C, sugiere de forma inmediata un método naif
para resolver el problema por fuerza bruta: (1) determinese el circulo dia-
metral de cada par de puntos de C, (2) determinese el circulo univocamente
definido por cada terna de puntos de C, (3) de los circulos asi formados,
descartense los que no contengan a los restantes puntos de C, (4) elijase
el menor de los circulos no descartados. Este algoritmo tiene complejidad
O(n*). En 1967, Bass y Shubert propusieron un algoritmo de complejidad
O(h* 4+ nlogn), donde h es el nimero de vértices de la envolvente convexa
de C. En 1972, Elzinga y Hearn [49] propusieron un algoritmo mas eficiente
(en el caso peor), de complejidad O(n?).

Shamos [115], Shamos y Hoey [116] y Preparata [104] fueron los prime-
ros en descubrir algoritmos de complejidad O(nlogn), que significaron un
avance considerable respecto de la solucién de Elzinga y Hearn [49]. Los
algoritmos de [115] y [116] tienen un paso en que calculan el didmetro de
un conjunto mediante un algoritmo erréneo. Un contraejemplo a dicho al-
goritmo fue publicado por Bhattacharya y Toussaint [14]. A pesar de este
defecto, en [14] se demuestra que el algoritmo propuesto en [115] para hallar
el menor circulo contenedor siempre lleva a la solucién correcta. Ademaés,
se ofrecen dos algoritmos alternativos de complejidad O(nlogn). De forma
independiente, Lee [81] propuso un algoritmo similar, también de comple-
jidad O(nlogn). Véase también el texto de Lee y Wu [82]. Finalmente,
Megiddo [88] hallé un algoritmo de complejidad 6ptima O(n) para resolver
el problema. Su solucién, basada en la técnica de poda y buisqueda, ha sido
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generalizada en [43, 89] al problema con pesos, en dimensién fija. Posterior-
mente, han sido estudiadas diversas generalizaciones del problema, asi como
variantes en que la métrica no es euclidea, o el servicio a ubicar no es un
punto, sino una recta, una poligonal o un poligono. Véase [109, 110] para
esos y otros resultados mas recientes.

Sin embargo, y a pesar de lo mucho hecho sobre la version sin restric-
ciones del problema, pocos son los resultados para el caso en que se dan
restricciones adicionales. Megiddo estudié el caso en que el centro del me-
nor circulo contenedor se veia forzado a situarse sobre una recta dada, como
paso fundamental en su solucién del problema sin restricciones. Posterior-
mente, han sido obtenidos algunos resultados para el caso en que el centro
estd forzado a situarse en un poligono simple o convexo [24].

En esta seccién se consideran versiones del problema del circulo contene-
dor minimo con restricciones. En dimension 2, se ofrece un algoritmo que en
tiempo O(n +m) resuelve el problema de hallar el menor circulo contenedor
de un conjunto de n puntos cuyo centro satisface un conjunto de m restric-
ciones lineales dadas. Como corolario, se obtiene un algoritmo lineal para el
problema en que el centro estd forzado a pertenecer a un poligono convexo,
mejorando asi la mejor solucién conocida hasta el momento, de compleji-
dad O((n + m)log(n +m)). Ello no es ébice para que también se ofrezca
un algoritmo que resuelve este Ultimo problema de forma més directa. De
forma preliminar, se demuestra que tanto el menor circulo contenedor de un
conjunto de n puntos anclado en un punto dado, como el tangente a una
recta dada pueden hallarse en tiempo lineal.

En dimensién 3, se considera el problema en que la restriccién consiste
en que tanto los usuarios como el servicio estdn situados sobre la super-
ficie de una esfera o una semiesfera, y la distancia entre dos puntos es la
distancia geodésica. Aqui, el problema se traduce al de hallar el menor cas-
quete esférico que contiene los puntos dados. Primero demostramos que el
problema sobre la esfera entera tiene complejidad ©(nlogn). Después con-
sideramos el problema cuando los puntos se encuentran sobre un hemisferio.
Se proponen cuatro métodos distintos, todos de complejidad lineal, para
resolver el problema, con especial énfasis en el mas practico de ellos: un
algoritmo basado en una transformacién del problema bidimensional sobre
la superficie en un problema tridimensional de programacién lineal. Final-
mente, se aplica este resultado a la solucién de un problema que, en cierto
sentido, es el dual del anterior: un problema de ubicacién de una actividad
nociva o no deseada. Mds concretamente, proponemos un algoritmo que en
tiempo lineal calcula el mayor casquete esférico contenido en un poligono
convexo definido sobre una esfera por interseccion de n semiespacios.

La Tabla 4.1 resume los resultados de la presente seccién.
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Problemas en el plano

1 | Menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos O(n)
del plano, anclado en un punto dado

2 | Menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos O(n)
del plano, tangente a una recta dada

3 | Menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos | O(n + m)
del plano, con centro en un m-agono convexo

4 | Menor circulo contenedor de un conjunto de n pun- | ©(n + m)
tos del plano, cuyo centro satisface m restricciones
lineales

Problemas sobre la esfera

5 | Menor casquete esférico que contiene a un conjunto | ©(n logn)
de n puntos de una esfera

6 | Menor casquete esférico que contiene a un conjunto O(n)
de n puntos de una semiesfera

7 | Mayor casquete esférico contenido en la interseccién O(n)
de n semiespacios esféricos

Tabla 4.1: Problemas de localizacién de servicios.

4.1.1 Problemas en el plano

Teorema 4.1 El menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos del
plano y anclado en un punto dado puede hallarse en tiempo ©(n).

Demostracion: Noétese, en primer lugar, que el punto g de anclaje debe ser
exterior a la envolvente convexa de la nube de puntos p1,...,p, (0, como
mucho, puede coincidir con un vértice) para que el problema tenga solucién.
Esta situacién puede detectarse en tiempo lineal mediante un algoritmo de
[88], comprobando si g es un vértice de la envolvente convexa del conjunto
{p1,.-.,Pn,q}. Al mismo tiempo, se obtienen los dos vecinos de ¢ en la
envolvente. Los llamaremos p; y po.

Supongamos, pues, que el punto de anclaje se encuentra en el exterior de
la envolvente convexa o en uno de sus vértices. El centro del menor circulo
contenedor de py,...,p, es un punto equidistante del punto de anclaje y de
al menos uno de los puntos p;, mientras que el resto de los puntos p; yace
mas cercano, tal como se ilustra en la Figura 4.1.

Considérese el diagrama de Voronoi del punto mas lejano, asociado al
conjunto formado {p1,...,pn,q}. El centro del circulo contenedor minimo
que estamos buscando se encuentra en la region de Voronoi del punto de
anclaje. Concretamente, es el punto de la frontera de dicha regién que
minimiza la distancia maxima al resto de puntos del conjunto, esto es, el
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punto de
anclgje

Figura 4.1: El menor circulo contenedor anclado en un punto.

punto de la regién que minimiza la distancia al punto de anclaje (Figura 4.2).

regién de Voronoi
del punto de anclgje

punto de
anclgje

Figura 4.2: La regién de Voronoi lejana del punto de anclaje.

En otras palabras: puesto que el centro del circulo se encuentra en la
regién de Voronoi del punto g, tiene a dicho punto como el més lejano. Cual-
quier circulo con ese centro que contenga el punto de anclaje, g, contendra
necesariamente todos los otros puntos, pi,...,p,. Se trata de minimizar su
radio. Noétese, ademds, que la regién de Voronoi de ¢ es una regién poligonal
no acotada limitada por dos semirrectas, 1 y 7o, que son las mediatrices de
los segmentos gp1 y qp2-

Esto reduce el problema al de calcular la distancia minima de un punto
a una region poligonal convexa dada como interseccion de n semiplanos
(determinados por las n mediatrices de los segmentos gp;). Tal problema
puede resolverse en tiempo ©(n) mediante el algoritmo de programacion
cuadritica de Megiddo en [88] o mediante el algoritmo mds sencillo propuesto
en el punto 4.2.2 (Teorema 4.16).

Si embargo, presentamos aqui un algoritmo més directo y sencillo. Si-
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gue una estrategia de poda y buisqueda que serd usada reiteradamente en
los algoritmos de este capitulo. El esquema comin subyacente a estos al-
goritmos se inspira en el algoritmo de Megiddo para hallar el menor circulo
contenedor de un conjunto de puntos sin restricciones [88]. La estrategia de
Megiddo en [88, 89] fue estudiada y mejorada de forma independiente por
Dyer en [42, 43] y ha sido aplicada con éxito por Bhattacharya et al. en
[13, 72] para obtener algoritmos éptimos de solucién del problema del radio
de interseccién de rectas, segmentos y poligonos convexos. La idea bésica es
la siguiente:

1. Resolver el problema en una dimensién menos (en este caso, con la
restriccién de que el centro del circulo contenedor esté situado sobre
una recta), si tal problema tiene solucién.

2. En cualquier caso, determinar a qué lado (en qué semiplano) se en-
cuentra la solucién del problema original.

3. Aplicando estos resultados, reducir recursivamente el tamano del pro-
blema original.

Veamos més detalladamente cémo procede el paso 3. Se quiere hallar
el menor circulo que contiene un conjunto de puntos dado, {pi,...,pn},
y pasa por un determinado punto, g. Supdngase que se dispone de un
ordculo: un algoritmo de complejidad lineal capaz de decidir, dada cualquier
recta, a qué lado de ésta se encuentra el centro del circulo solucién del
problema. Entonces, el problema puede resolverse en tiempo lineal mediante
el algoritmo siguiente:

1. Agriapense los puntos p1, . . . , p, del conjunto original por parejas. Con-
sidérense las mediatrices de los segmentos determinados por las parejas
formadas.

2. Férmese un conjunto A; con las abscisas de todas las mediatrices ver-
ticales.

3. Considérese el dngulo a que cada una de las mediatrices restantes
forma con la direccién horizontal, —7/2 < a < m/2, y calcilese la
mediana de estos dngulos. Témese entonces la direccién obtenida como
horizontal (mediante un simple cambio de coordenadas) y férmese el
conjunto Ay de las ordenadas de todas las mediatrices horizontales.

4. Finalmente, emparéjense las mediatrices restantes del modo siguiente:
cada mediatriz de pendiente positiva deberd emparejarse con una de
pendiente negativa, de manera que cada par de mediatrices se corte
en un punto ¢;, como en la Figura 4.3. Considérense el conjunto B;
de las abscisas de todos los puntos interseccién c¢; y el conjunto Bs de
sus ordenadas.
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Figura 4.3: Cémo obtener los puntos ¢; a partir de los p;.

Calcilese la mediana v, de las ordenadas y € Ao U B, y apliquese el
ordculo a la recta horizontal y = y,,,. Asi se determinard cudl de los
dos semiplanos determinados por y = y,, contiene el centro del circulo
solucién.

Si la solucién se encuentra exactamente sobre la recta y = y,, el
problema esta resuelto.

En caso contrario, es posible descartar un punto p; por cada y € As
situado en el semiplano opuesto al de la solucién. Supdngase, por
ejemplo, que el ordculo ha determinado que la soluciéon del problema
general se encuentra por encima de la recta y = y,,, (Figura 4.4). Para

solucion A

Y=Ym

e P aeliminar

Figura 4.4: Como descartar un punto p; por cada mediatriz hori-
zontal situada en el semiplano inferior.

cada y € Ay (i.e. correspondiente a una mediatriz horizontal) tal que
Yy < Ym, uno de los dos puntos p; que define dicha mediatriz tiene
necesariamente que ser redundante para el problema. Concretamente,
se trata del punto p; superior, que sin lugar a dudas estd situado mas
cerca del centro del circulo solucion que el p; inferior.

Foérmese el conjunto Cy C By de las abscisas de todos los puntos ¢;
cuya ordenada y € Bj pertenece al semiplano opuesto al de la solucién
(en nuestro caso, el inferior).

Calcilese la mediana x,, de las abscisas x € A; U (1, y apliquese el
ordculo a la recta vertical x = z,,. Esto determinard en cudl de los
cuatro cuadrantes se encuentra el centro del circulo solucién.



9.

10.

Si la solucién se encuentra sobre la recta x = z,,, el problema esta
resuelto.

En caso contrario, es posible descartar un punto p; por cada x € A;UC;
que pertenezca al semiplano opuesto al que contiene la solucién.

Veamos con mds detalle cémo procede este proceso de eliminacién.
Supéngase que el ordculo ha determinado que el centro del circulo
solucion se encuentra en el cuadrante superior derecho respecto de las
rectas Yy =Y, Y T = Ty

Cada x € Ay corresponde a una mediatriz vertical. Si z < x,,, enton-
ces uno de los dos puntos p; que definen la mediatriz es redundante,
concretamente el de la derecha, por estar mas cerca que el otro del
centro del circulo solucién (Figura 4.5).

p, aeliminar

solucion
B

X=X

Figura 4.5: C6émo eliminar un punto p; por cada mediatriz vertical
situada en el semiplano de la izquierda.

Cada z € (7 tal que z < x,, corresponde a un punto ¢; situado
en el cuadrante inferior izquierdo. Por consiguiente, la mediatriz de
pendiente negativa que pasa por ¢; no corta el cuadrante solucién (el
superior derecho). Esto implica que uno de los dos puntos p; que
determina dicha mediatriz (el superior derecho) se encuentra mas cerca
que el otro del centro del circulo solucién, y no puede determinarlo
(véase la Figura 4.6), de manera que puede ser eliminado.

De esta forma, se elimina una fraccion fija de puntos p;, antes de volver
a aplicar el algoritmo al input reducido. Mas concretamente, se elimina un
punto p; por cada mediatriz horizontal del semiplano inferior, uno por cada
mediatriz vertical del semiplano izquierdo, y uno por cada punto ¢; del cua-
drante inferior izquierdo. Si a1, a9, b1, bs y ¢ representan, respectivamente,
los cardinales de los conjuntos Ay, As, By, By y C1, so representa el niimero
de y € Ay del semiplano inferior, y s; y t; representan, respectivamente,
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X=X

solucion

A Y=Ym

b
__ aeliminar

Figura 4.6: Cémo eliminar un punto p; por cada ¢; situado en el
cuadrante inferior izquierdo.

el nimero de x € Ay y el de z € C; del semiplano izquierdo, entonces el
nimero de puntos p; eliminados del input es

8o + 81 + 1.

Puesto que ¥, y =, han sido calculados como medianas, se tienen las si-
guientes desigualdades:

junto con las igualdades:

bl = b27
n = 2a1 + 2ao + 4bs.

Un simple célculo permite hallar una cota inferior del niimero de puntos p;
eliminados:

32+81+t1 Z 32+%(a1+01) Z 82-’-%&1-’—%(&24-1)2) — %82 =
= 180+ a1 + taz + £ (n — 201 — 2a5) =
= %82 + %Ch + %ag + %n > %Gn
Por consiguiente, podemos asegurar que por lo menos una fraccion fija
de 1—16 de los puntos ha sido descartada. Suponiendo que el ordculo tenga
complejidad lineal, el coste de cada aplicacion del algoritmo es lineal en el

tamano del input, puesto que sélo requiere el célculo de ciertas medianas [19,
63]. En consecuencia, la complejidad total del algoritmo es

T(n) < O(n) + O(£n) + O((12)?n) + O((12)3n) + ... = O(n).
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A continuacién se explica cdmo obtener un algoritmo de complejidad
lineal que usaremos como oraculo. Para cada recta r, se trata de hallar, en
tiempo lineal, el punto de r que minimiza el radio del menor circulo que
cubre los puntos p1,...,p, ¥y pasa por ¢q. Dicho punto puede no existir, pero
en todo caso el algoritmo serd capaz de decidir a qué lado de r se encuentra
el centro del circulo solucién del problema general. El procedimiento es
el siguiente: calctlese la interseccién de r con la regiéon de Voronoi lejana
de ¢, cosa que puede hacerse intersecando r con todos los semiplanos que
determinan la regién (semiplanos cuyas fronteras son las mediatrices de los
segmentos gp;).

1. Si la interseccion de r con la regiéon de Voronoi de ¢q es vacia, el pro-
blema restringido a r no tiene solucién. La intersecciéon de r con ry
y r2 (las dos semirrectas de la frontera de la regién) permite decidir
a qué lado de r se encuentra la regién y, con ello, a qué lado de r se
encuentra el centro del circulo solucién.

2. Algo parecido sucede cuando r es una recta de soporte de la regién de
Voronoi del punto ¢, tanto cuando r corta a la regién en un vértice
como cuando contiene una de sus aristas: el algoritmo detecta a qué
lado de r se encuentra la regién y, con ello, a qué lado se encuentra la
solucién.

3. Si r corta a la regién de Voronoi de ¢ en un segmento no vacio, la
solucién del problema restringido a r es el punto del segmento més
cercano a ¢g. Dicho punto se utiliza entonces para decidir a qué lado
de r se encuentra la solucién del problema general.

'y
a) b)

Figura 4.7: a) El punto de r més cercano a ¢ no es exterior al
segmento. b) El punto de r mas cercano a q es exterior al segmento.

e Si la recta que pasa por g y es perpendicular a r corta a r en
un punto no exterior al segmento, entonces la solucién del pro-
blema general se encuentra al mismo lado de r que el punto ¢
(Figura 4.7a).
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e Si la recta que pasa por g y es perpendicular a r corta a r en
un punto exterior al segmento (o0, también, si ¢ € r), y a es el
extremo del segmento méas cercano a ¢, entonces el segmento ga
y la arista del diagrama de Voronoi que pasa por a forman un
angulo que determina a qué lado de r se encuentra la solucion
general (Figura 4.7b).

Como puede verse, el ordculo resuelve el problema restringido en tiempo
lineal, de manera que el algoritmo completo tiene complejidad lineal. O

Teorema 4.2 El menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos del
plano y tangente a una recta dada puede hallarse en tiempo ©(n).

Figura 4.8: Circulo contenedor minimo, tangente a una recta
dada.

Demostracion: Para que el problema tenga solucidn, es necesario empezar
comprobando, también en este caso, que la recta no corte a la envolvente
convexa de la nube de puntos, o que a lo sumo lo haga en un vértice.

Por analogia con el problema anterior, se podria pensar en un algoritmo
que operara del modo siguiente. Para cada punto de la nube, se considera
el lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran més cerca
del punto que de la recta. Dicho lugar geométrico es una regién convexa
del plano cuya frontera es la parabola que tiene al punto por foco y a la
recta por directriz (Figura 4.9). La interseccién de todas estas regiones, que
también es convexa, es la region de Voronoi lejana de la recta. El centro
del menor circulo contenedor de la nube de puntos, tangente a la recta,
estd situado en la frontera de dicha regién: concretamente, es el punto de
la region que minimiza la distancia a la recta. Se podria pensar en una
modificacion del algoritmo del Teorema 4.16 del punto 4.2.2, que minimiza
la distancia de un punto a una regién convexa definida por interseccion de
semiplanos (restricciones lineales), para el caso de pardbolas (restricciones
cuadraticas), todas con la misma directriz.

Sin embargo, presentamos un algoritmo mas directo y sencillo, que si-
gue un esquema de poda y busqueda andlogo al del teorema anterior. De
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Figura 4.9: Regiones de Voronoi determinadas por una recta y un
punto.

hecho, las similitudes entre los dos problemas son tales que el mismo algo-
ritmo principal puede usarse también en este caso. Las diferencias aparecen
s6lo en el oraculo, la subrutina que resuelve el problema restringido. Por
consiguiente, describiremos sélo el funcionamiento de éste.

Considérense el conjunto {p1,...,p,} de puntos a cubrir y la recta r, a
la que debe ser tangente el circulo recubridor. Sin pérdida de generalidad,
puede pensarse la recta r como horizontal. Dada cualquier recta s, nece-
sitamos que el oraculo sea capaz de determinar cual de los dos semiplanos
definidos por s contiene el centro del menor circulo que cubre a {p1,...,pn}
y es tangente a r.

Se empieza por determinar qué punto de s, si lo hay, es solucién del
problema restringido. Como ha sido dicho ya, para que el circulo cubra la
nube de puntos p; y sea tangente a r es necesario centrarlo en un punto de la
interseccién de todas las regiones convexas determinadas por las parabolas
de directriz r y foco p;, i = 1,...,n (Figura 4.10). Para determinar si el

Figura 4.10: El problema restringido a s tiene solucién.

problema restringido a s tiene solucion, basta con cortar todas estas regiones
con s (cosa que se lleva a cabo en tiempo lineal).

Si la interseccién es vacia, entonces el problema restringido a s no tiene
solucién, y el centro del circulo solucién del problema general se encuentra
por encima de s (ndtese que en este caso s no puede ser vertical). Si la
interseccién es no vacia, entonces el problema restringido a s tiene solucién.
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En este caso (Figura 4.11), se consideran el segmento interseccién y las
rectas que pasan por sus extremos y son tangentes a la regiéon de Voronoi.
Los dngulos formados determinan a qué lado de s se encuentra el centro

Figura 4.11: Cémo detectar a qué lado de s se encuentra la solu-
cién.

del circulo solucién (si la interseccién es un tnico punto, la situacién es
andloga). Notese que este ltimo argumento sélo es valido para rectas s no
verticales. Pero no es dificil adaptarlo al caso vertical: si s es una recta
vertical, su intersecciéon con las regiones parabdlicas es una semirrecta. Se
detecta la pardbola que determina el origen de la semirrecta y se usa su
pendiente en dicho punto para decidir a qué lado de s se encuentra la solucién
(Figura 4.12).

Figura 4.12: Cémo hallar a qué lado de s se encuentra la solucién,
si s es vertical.

En resumen, el ordculo tiene complejidad lineal. Por consiguiente, el
algoritmo es lineal. O

A continuacion se aborda el problema principal de esta seccién. Se trata
de hallar el menor circulo contenedor de un conjunto de puntos, con la
restriccién de que su centro debe situarse en un poligono convexo. Este
problema (Figura 4.13) puede plantearse en dos versiones distintas: una en
la que el poligono viene dado como una lista ordenada de vértices, y otra en
que viene dado como intersecciéon de un conjunto de semiplanos. Esta ultima
version puede considerarse no sélo mas general, puesto que los semiplanos
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no tienen por qué aparecer en un orden determinado, e incluso pueden ser
redundantes, sino también mas practica y realista, desde el momento en que
modeliza mucho mejor los problemas reales de localizacién de servicios, en
que el punto solucién debe satisfacer un conjunto de restricciones lineales.

Figura 4.13: El circulo contenedor minimo, con centro en un
poligono convexo.

En ambas versiones, el problema se resuelve de forma éptima: en tiem-
po lineal en el niimero de puntos a cubrir mas el nimero de vértices del
poligono en el primer caso, y en tiempo lineal en el nimero de puntos a
cubrir y en el niimero de restricciones en el segundo. En este segundo caso,
la moraleja es que no es necesario reconstruir el poligono a partir de las
restricciones lineales que lo definen, cosa que sélo podria hacerse en tiempo
Q(mlogm) [106], sino que es posible adaptar el algoritmo obtenido para
poligonos convencionales.

Hasta ahora, se conocia una solucién a este problema cuando la res-
triccidn es un poligono simple en el que debe situarse el centro del circulo
contenedor. En [24] puede hallarse un algoritmo que resuelve el problema
en tiempo O((n+m)log(n+m)+k), donde £ es el niimero de intersecciones
de la frontera del poligono con el diagrama de Voronoi lejano de la nube de
puntos a cubrir. Si el poligono es convexo, k = O(n + m), y el algoritmo
resuelve el problema en tiempo O((n+m)log(n+m)). El resultado que pre-
sentamos aqui mejora el anterior mediante un algoritmo de poda y bisqueda
en que, una vez mas, un oraculo de complejidad lineal permite eliminar una
fraccion fija de puntos del input (i.e. puntos de la nube a cubrir y vértices
del poligono restriccién) a cada iteracién del algoritmo principal.

Teorema 4.3 El menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos del
plano cuyo centro se encuentra en un m-gono convexo puede hallarse en
tiempo O(n + m).

Demostracion: Ya ha quedado dicho que el algoritmo que aqui se presenta
mejora los resultados conocidos mediante un esquema de poda y bisqueda
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en que un ordculo lineal permite descartar una fraccién fija de puntos del
input (puntos de la nube y vértices del poligono) a cada iteracién del algorit-
mo principal. El oraculo se basa, esencialmente, en el algoritmo de Megiddo
para resolver el problema de programacién lineal [88]: dada una recta, de-
cide en tiempo lineal cuil de los dos semiplanos que la recta define contiene
el centro del circulo solucién. Més adelante se ofrecen los detalles de fun-
cionamiento del oraculo. Veamos por de pronto cémo procede el algoritmo
principal. Como se verd, su estructura es semejante a la de los algoritmos
de los Teoremas 4.1 y 4.2, pero mantiene ciertas diferencias que provienen
del hecho de que en este caso el input incluye también la lista de vértices
del poligono restriccion.

1. Férmense pares de puntos de la nube {p1,...,p,}, y considérense las
mediatrices de los segmentos determinados por los pares formados. Sin
pérdida de generalidad, y para simplificar la explicacién, se considerara
el sistema de coordenadas situado de tal forma que, una vez excluidas
las mediatrices horizontales y verticales, la mitad de las mediatrices
restantes tengan pendiente positiva y la otra mitad la tengan negativa
(esto sélo requiere el cilculo de una mediana). Esto permite formar
pares de mediatrices (una de pendiente positiva se empareja con una
de pendiente negativa) de tal manera que cada par determine un punto
de interseccién, c;.

2. Hallese la mediana, ¥,,, de las ordenadas de todas las mediatrices hori-
zontales, junto con las ordenadas de los puntos ¢; y las de los vértices
q; del poligono. Apliquese el ordculo para detectar si la solucion se
halla por encima o por debajo de la recta y = y,,. Si la solucién se
encuentra sobre la recta misma, el problema esta resuelto. En caso
contrario, supéngase que el ordculo ha determinado que la solucién se
encuentra por debajo de la recta y = yp,.

3. Esto permite eliminar de la forma ya conocida un punto p; por cada
mediatriz horizontal situada por encima de la recta y = y,,.

4. Considérense entonces todos los puntos ¢; y todos los vértices ¢; situa-
dos por encima de la recta y = y,, (es decir, en el semiplano opuesto al
que contiene la solucién), junto con todas las mediatrices verticales, y
calctlese la mediana, z,,, de sus abscisas. Apliquese ahora el ordculo
a la recta £ = x,,. Si la solucién se encuentra exactamente sobre la
recta, el problema estd resuelto. En caso contrario, supéngase que
el ordculo detecta que la solucién se halla a la izquierda de la recta
T = T

5. En este momento, es posible eliminar un punto p; por cada mediatriz
vertical situada en el semiplano de la derecha (opuesto al que contiene
la solucién), mas un punto p; por cada punto de interseccién ¢; situado
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en el cuadrante superior derecho (opuesto al que contiene la solucién),
mas todos los vértices ¢;, salvo dos, situados en el mismo cuadrante
superior derecho.

La eliminacién de los puntos p; es andloga a la que se efectua en los
algoritmos de los Teoremas 4.1 y 4.2. La novedad reside en la eli-
minacion de vértices del poligono restriccion. Puesto que el centro
del circulo solucién se encuentra en el cuadrante opuesto, la frontera
del poligono situada en el cuadrante superior derecho no representa,
de hecho, restriccién real alguna para el problema (Figura 4.14). Por
consiguente, basta con conservar el primer y ultimo vértices del cua-
drante, mientras que todo el resto es irrelevante y puede eliminarse.

X=Xm

-~ vértices aeliminar

v \ Y=¥Ym

solucion

<1

Figura 4.14: Cémo eliminar vértices del poligono.

De esta forma, a cada iteracién del algoritmo se asegura la eliminacién
de al menos % de los puntos p; v ¢;. La demostracion es semejante a la del
Teorema 4.1.

Sélo nos queda por describir el funcionamiento del oraculo, que es el
siguiente:

1. Si la recta s, respecto de la cual se desea decidir dénde se encuentra
la solucién, no corta al poligono, tal como se refleja en la Figura 4.15,
entonces es evidente que la solucién se encuentra al mismo lado de s
que el poligono mismo.

2. Sila recta s corta al poligono, debe hallarse el segmento interseccion.

3. Entonces se resuelve el problema restringido a s, es decir, se halla el
punto de s que es el centro del menor circulo contenedor de la nube
de puntos.
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Figura 4.15: La recta s no corta al poligono.

4. Considérese la solucién restringida al segmento interseccién de s con el

poligono, que tanto puede ser la solucion restringida a s (si pertenece
al segmento) como uno de los extremos del segmento. En cualquier
caso, se busca el punto de la nube que determina la distancia méxima,
al éptimo sobre el segmento. Dicho punto p; determina el semiplano
en que yace la solucién al problema general (Figura 4.16). Cuando

punto a distancia maxima

Figura 4.16: La recta s corta al poligono.

los puntos a distancia méxima son mdas de uno, el problema puede
resolverse de forma similar: o bien todos yacen en el mismo semiplano
(y es el semiplano que contiene la solucién del problema general), o
bien hay al menos uno en cada semiplano, en cuyo caso el é6ptimo local
hallado es, en realidad, el 6ptimo global. Solamente en algin caso
especial puede ocurrir que el segmento y el punto a distancia maxima
estén alineados. Cuando esto ocurra, el éptimo sobre el segmento
estard situado en uno de sus extremos. Se considera entonces el lado
del poligono que lo determina y se estudia hacia dénde decrece la
distancia méxima.

Este algoritmo tiene complejidad O(n + m): a causa de la convexidad,

los pasos 1 y 2 pueden resolverse en tiempo O(logm) [30]. En el paso 3,
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el centro del menor circulo contenedor situado sobre una recta dada puede
hallarse en tiempo O(n) usando el algoritmo de Megiddo en [88]. Por tltimo,
el paso 4 requiere sélo tiempo O(n), puesto que esencialmente consiste en
determinar la distancia maxima del 6ptimo sobre el segmento a la nube de
puntos. [l

El algoritmo anterior podria aplicarse para hallar el centro del menor
circulo contenedor de un conjunto de n puntos que satisface un conjunto de
m restricciones lineales: se podria obtener la lista ordenada de los vértices
del poligono a partir de las restricciones, para luego aplicarle el algoritmo.
Ahora bien, aunque este segundo paso sélo tendria coste O(n+m), es sabido
que el primero requeriria tiempo ©(m logm) [106], y el algoritmo resultante
no seria éptimo. Lo que necesitamos es un algoritmo que evite la construc-
cién del poligono a partir de los semiplanos que lo definen.

Teorema 4.4 El menor circulo contenedor de un conjunto de n puntos del
plano, cuyo centro satisface un conjunto de m restricciones lineales, puede
hallarse en tiempo O(n + m).

Demostracion: El algoritmo que proponemos es una adaptacion, con algunas
modificaciones, del algoritmo del teorema anterior. Por esta razén no nos
detendremos en los detalles reiterativos:

1. Férmense pares de puntos p1,...,p,, y considérense las mediatrices de
los segmentos determinados por los pares formados. Sitiese el sistema
de coordenadas de tal manera que, de entre las mediatrices no hori-
zontales ni verticales, la mitad tengan pendiente positiva y la mitad la
tengan negativa. Emparéjese cada mediatriz de pendiente positiva con
otra de pendiente negativa, y considérense los puntos ¢; de interseccién
de los pares de mediatrices formados.

2. Considérense los semiplanos determinados por las restricciones linea-
les y emparéjense también, del modo siguiente: debe emparejarse cada
semiplano superior con otro superior y no paralelo, y cada semiplano
inferior con otro inferior y no paralelo (cuando dos semiplanos supe-
riores o dos semiplanos inferiores son paralelos, uno de los dos puede
eliminarse, por redundante). Considérense los puntos d; de intersec-
ci6n de los pares formados (estos puntos d; no son los mismos que los
puntos ¢; del algoritmo del Teorema 4.3, puesto que no tienen por qué
ser vértices del poligono).

3. Calcilese la mediana y,, de las ordenadas de todos los puntos ¢; y d;,
junto con todas las mediatrices horizontales, y apliquese el oriculo a
la recta y = y,,, determinando asi el semiplano que contiene el centro
del circulo solucién. Eliminense los puntos p; correspondientes a las
mediatrices horizontales apropiadas.
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4. Calciilese entonces la mediana x,, de las abscisas de todas las me-
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diatrices verticales, junto con las de los puntos ¢; y d; del semiplano
opuesto al de la solucién. Eliminense los puntos p; correspondientes a,
las mediatrices verticales apropiadas.

Eliminese también un punto p; por cada punto ¢; situado en el cua-
drante opuesto al de la solucién, de la forma habitual. Finalmente,
eliminese una restriccién lineal por cada punto d; perteneciente al cua-
drante opuesto al que contiene la solucidn.

Maés concretamente, supongamos que las dos aplicaciones del oraculo
han determinado que el centro del circulo solucién se encuentra en el
cuadrante inferior derecho. Debemos explicar con mas detalle cémo
eliminar una restriccién lineal por cada punto d; perteneciente al cua-
drante superior izquierdo. Dado un par de restricciones cuyo punto de
interseccién d; pertenece al cuadrante superior izquierdo, tres son las
situaciones que pueden darse:

e Las rectas que determinan los dos semiplanos tienen pendientes
positivas: en este caso, las dos restricciones son irrelevantes pa-
ra la solucién del problema y pueden eliminarse, puesto que no
cortan al cuadrante que contiene la solucién (Figura 4.17).

X=X

restricciones -~
eliminables - -

V Y=Ym

solucién
=

Figura 4.17: Eliminacién de dos restricciones de pendiente posi-
tiva.

e Una de las rectas que determinan los dos semiplanos tiene pen-
diente positiva: en este caso, la restriccién correspondiente es
irrelevante, por el mismo motivo, y puede ser eliminada (Figu-

ra 4.18).

e Ambas restricciones tienen pendiente negativa. Dos son entonces
los casos a considerar (Figura 4.19):



restriccion - i
eliminable -~

X=Xm

Y=Ym

! solucién

Figura 4.18: Eliminacién de una restriccién de pendiente positiva.

— Si los dos semiplanos son inferiores, entonces la recta de pen-
diente mayor corresponde a una restriccion irrelevante para
el problema, y puede eliminarse.

— Si los dos semiplanos son superiores, entonces la recta de
pendiente menor corresponde a una restriccion irrelevante
para el problema, y puede eliminarse.

— El caso en que uno de los semiplanos es superior y el otro es
inferior ha sido evitado en el momento de emparejarlos.

X=Xm

restriccion
eliminable

V Y=Ym

solucién

X=X
re;ﬂcdén
eliminable V V=Ym
solucién
-

Figura 4.19: Eliminacién de una restriccion de pendiente negati-

va.

De esta forma, en cada iteracién del algoritmo se elima al menos 1 de
cada 16 elementos del input, ya sean puntos de la nube o restricciones.

La cuestion es, pues, como funciona el ordculo. Dada una recta s del
plano, el ordculo debe decidir a qué lado de ésta se encuentra el centro del
menor circulo que cubre a la nube de puntos y satisface las restricciones

lineales:

1. Primero se detecta si la recta s y el poligono se cortan, y se obtiene
la informacién de a qué lado de la recta se encuentra el poligono, caso
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de que no se corten. La manera mds clara y directa de hacerlo es la
siguiente:

(a) Cortese primero la recta s con todos los semiplanos determina-
dos por rectas paralelas a s. Notese que, de hecho, sélo dos de
tales semiplanos pueden ser relevantes en la determinacién del
poligono. Si la interseccién de s con cada uno de esos dos se-
miplanos es vacia, esta claro que el poligono mismo es vacio. Si
s6lo una de las dos intersecciones es vacia, queda determinada la
posicidn relativa del poligono respecto de s. Si ninguna de las dos
intersecciones es vacia, se recurre al paso siguiente.

(b) Cortese s con todos los semiplanos superiores respecto de la di-
reccién de s. El resultado serd una semirrecta cuyo origen vendrd
determinado por uno o a lo sumo dos de los semiplanos, segin si
s corta a la regién poligonal asociada en el interior de un lado o
en un vértice. Procédase de la misma forma con los semiplanos
inferiores.

(c) Si las dos semirrectas son disjuntas, la interseccién de s con el
poligono es vacia. La interseccién de los, como mucho, cuatro
semiplanos que determinan las dos semirrectas indica a qué lado
de s yace el poligono restriccién (en algunos casos, puede incluso
indicar que el poligono es vacio).

(d) Si las dos semirrectas tienen un segmento comtn, entonces la
recta s corta al poligono en el susodicho segmento.

2. En el caso en que la recta s y el poligono restriccion se cortan, debe
resolverse el problema restringido a s, y el algoritmo sigue como en el
caso en que el poligono viene dado como una lista ordenada de vértices.

Como se ve, la diferencia entre el oraculo para el caso en que el poligono
se describe por la lista ordenada de sus vértices y para el caso en que viene
dado como una interseccién de semiplanos radica en la técnica para detectar
si la recta s corta al poligono y decidir, caso de que no lo corte, a qué lado
de ésta se encuentra el poligono. Pero en ambos casos el trabajo a realizar
s6lo requiere tiempo O(n + m), de manera que el algoritmo es lineal. O

El algoritmo que detecta si una recta corta a un poligono definido por
interseccién, posiblemente redundante, de semiplanos y, caso de que la recta
y el poligono no se corten, determina su posicién relativa se ha reproducido
aqui por dar mayor coherencia a la explicacién, pero proviene del Teorema
4.12 de la seccién 4.2.1. Dicha seccién se dedica a resolver diversos problemas
geométricos referidos a un poligono definido de este modo. Tal como alli
se hace notar, el algoritmo no detecta, en muchos casos, si el poligono es
vacio. Sin embargo, es capaz de garantizar, en cada caso, que uno de los dos
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semiplanos definidos por la recta no puede de ninguna manera contener al
poligono, que es lo el problema requiere.

4.1.2 Problemas sobre la esfera

Bajo este titulo se recogen algunos problemas de localizacién minimax con
restricciones en tres dimensiones. Concretamente, dado un conjunto de pun-
tos situados sobre una esfera, se trata de hallar el punto de ésta que minimiza
la distancia geodésica maxima a los puntos del conjunto. En otras palabras,
se trata de hallar el centro del casquete esférico de menor radio que cubre
el conjunto de puntos. Este problema puede resolverse en tiempo lineal sélo
si los puntos a cubrir se encuentran todos en un mismo hemisferio (no ne-
cesariamente conocido a priori), mientras que tiene complejidad O(nlogn)
en el caso general.

Teorema 4.5 El problema de hallar el menor casquete esférico que contiene
a un conjunto de n puntos dados tiene complejidad ©(nlogn).

Demostracion: Por una parte, estd claro que una solucién de este proble-
ma puede obtenerse usando el diagrama de Voronoi del punto més lejano
asociado al conjunto de puntos a cubrir. El menor casquete esférico que
cubre los puntos, al igual que ocurre en el plano con el circulo contenedor
minimo, viene determinado o bien por dos puntos (diametralmente opues-
tos en el casquete) o bien por tres o méds puntos conciclicos, de tal manera
que el centro del casquete se localiza en una arista o, normalmente, en un
vértice del mencionado diagrama de Voronoi. La cuestion, pues, es demos-
trar que el problema no puede resolverse con una complejidad inferior. La
prueba consiste en reducir el problema del mayor intervalo vacio (mazimum
gap), que tiene complejidad Q(nlogn), segin se demuestra en [82], al pro-
blema presente. La reduccion se lleva a cabo en tiempo lineal en el modelo
de complejidad Real RAM, tal como se entiende en [106]. Con objeto de
presentar la reduccién de forma clara, el lema siguiente presenta el caso bi-
dimensional del problema, para a continuacién extender la reduccién al caso
tridimensional. O

Lema 4.6 El problema de hallar el menor arco de circunferencia que cubre
un conjunto de n puntos dados sobre una circunferencia requiere (nlogn)
operaciones.

Demostracion: Hallar el menor arco recubridor del conjunto de puntos equi-
vale a hallar el mayor arco vacio, esto es, el mayor arco que no contiene a
ninguno de los puntos en su interior (Figura 4.20). Esto explica la natura-
lidad de la reduccién.

Sean x1,...,x, € R nimeros reales cualesquiera. Sin pérdida de gene-
ralidad, se puede considerar x; = min{z1,...,2,} vy 2, = max{z1,...,2,},
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Figura 4.20: El problema del menor arco recubridor.

puesto que hallar el maximo y el minimo de un conjunto de n valores sélo re-
quiere n comparaciones. A partir de estos niimeros, se definen los siguientes
valores angulares:

Ty —I1 .

o; = —2m, Vi=1,...,n.

Tp — X1
Asi, 0 = g < a; < o, = 27 (Figura 4.21) y, dado que la transforma-
cién es una proporcionalidad, las diferencias entre los diversos valores de
a; guardan el mismo orden que las diferencias entre los valores originales
correspondientes, z;:

Figura 4.21: Reduccién del problema.

Hallar el menor arco que cubre los puntos de la circunferencia unidad
determinados por los valores angulares a; no sélo es equivalente a hallar
el mayor arco vacio que determinan sobre la circunferencia, sino también a
hallar el gap maximo entre los valores originales, x;. Dado que la reduccién
se lleva a cabo en tiempo O(n), el problema requiere Q(n logn) operaciones.

O

Lema 4.7 El problema de hallar el menor casquete esférico que cubre un
conjunto de n puntos dados sobre una esfera requiere Q(nlogn) operaciones.
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Demostracion: Andlogamente al caso bidimensional, el menor casquete es-
férico recubridor corresponde al mayor casquete esférico vacio, y se trata de
reducir el problema del gap maximo a este iltimo problema.

Sean z1,...,z, € R cualesquiera n valores reales (como antes, puede
considerarse que x1 = min{z1,...,z,} y , = max{zy,...,z,}). Se definen
los valores angulares

ai:uw, Vi=1,...,n,
Tp — X1

y se sitdan n puntos, pi,...,p,, sobre el ecuador de la esfera unidad, en los
lugares correspondientes a los valores angulares aq,...,a,. A continuacién
se colocan los puntos diametralmente opuestos a ps,...,p,_1, que llamare-
mos Pnit,--.,Pon—2 (Notese que py y p, ya son diametralmente opuestos),
asi como los dos polos, pa,—1 = (0,0,1) y p2, = (0,0,—1). El resultado se
ilustra en la Figura 4.22.

Pon.1

Py “ P

p2n

Figura 4.22: Reduccién del problema.
Hallar el menor casquete esférico que cubre los puntos pq,...,ps, equi-

vale a hallar el mayor casquete vacio que determinan sobre la esfera o, equi-
valentemente, a hallar el mayor tridngulo formado en la envolvente convexa

de pi,...,poy (Figura 4.23). Dicho tridngulo méximo viene determinado por
el mayor arco circular vacio formado en el ecuador por pi,...,po,_2, esto
es, por el gap maximo determinado por zi,...,Zy. O

A continuacién se estudia este mismo problema de hallar el menor cas-
quete esférico que cubre un conjunto de puntos, en el caso en que éstos se
encuentran todos sobre una semiesfera. El problema se resuelve en tiempo
o6ptimo sin necesidad siquiera de conocer a priori una semiesfera que conten-
ga a los puntos. Sélo es necesario saber que tal semiesfera existe, cosa que
puede detectarse mediante un algoritmo que decida sobre la separabilidad
del conjunto de puntos respecto del centro de la esfera (puede usarse, por
ejemplo el algoritmo lineal de [88]).
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Pon.1

s
Nz

R

P, P,

n

Figura 4.23: Los tridngulos de la envolvente convexa.

Este problema puede resolverse de forma 6ptima de diversas maneras.
Una solucién conocida es la de [56]. Los autores demuestran que el menor
casquete esférico que cubre un conjunto de puntos situados sobre una se-
miesfera es la intersecciéon de ésta con la menor esfera que contiene a los
puntos. Por consigiente, puede obtenerse en tiempo ©(n) [88].

Otra solucién consiste en adaptar a la semiesfera el algoritmo de Me-
giddo que halla el menor circulo contenedor de un conjunto de puntos del
plano [88]. El papel que juegan los conos circulares con dngulo de apertura
de 45° en el plano corresponde aqui a superficies que, aunque no acotan
regiones convexas del espacio, cumplen las propiedades adecuadas para que
el algoritmo se les pueda adaptar.

Si embargo, presentaremos un algoritmo diferente y mucho mas directo
que, una vez mas, sigue un esquema de poda y bisqueda basado en el
siguiente

Lema 4.8 Sean p1,...,p, puntos situados en una semiesfera abierta. Por
cada uno de los puntos p;, trdacese un plano tangente a la esfera, y con-
sidérese, de los dos semiespacios que define, el que no contiene a la esfera.
La interseccion de todos estos semiespacios es una region poliédrica que cum-
ple la siguiente propiedad: el centro del menor casquete esférico que cubre
los puntos p1,...,pn, €l centro de la esfera y el punto de la region poliédrica
mds cercano al centro de la esfera estin alineados.

Demostracion: Empecemos por examinar el caso bidimensional. Dados n
puntos pi, ..., p, situados en una semicircunferencia abierta (no necesaria-
mente conocida a priori), los semiplanos definidos por las rectas tangentes
a la semicircunferencia por los puntos p; tienen interseccién no vacia (el
hecho de que los puntos pertenezcan a una semicircunferencia abierta es
crucial). Es més: todos los semiplanos son redundantes excepto dos, que
corresponden a los puntos primero y tltimo (Figura 4.24).
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Figura 4.24: La regién poligonal sélo depende de dos puntos.

Al unir el centro de la circunferencia con el vértice de la regién (que es el
punto de ésta mas cercano) se obtiene un segmento que pasa por el centro del
menor arco contenedor de los puntos. Esto puede probarse observado que
la construccién forma dos tridngulos rectiangulos (Figura 4.25) que tienen la
hipotenusa comin (a) y un cateto de la misma longitud (b), de manera que
son congruentes, lo cual implica que la recta por el centro de la circunferencia
y el vértice de la regiéon poligonal biseca el menor arco contenedor de los
puntos.

Figura 4.25: Los tres puntos estan alineados.

En tres dimensiones, es conveniente distinguir dos casos: aquél en que el
menor casquete esférico contenedor esta determinado por tres (o méds) puntos
(Figura 4.26) y el caso en que estd determinado sélo por dos, diametralmente
opuestos en el casquete (Figura 4.27).

Si la frontera del casquete que cubre los puntos pasa por tres de ellos,
entonces la regién poliédrica estd delimitada por los planos tangentes a la
esfera que pasan por dichos puntos y es un triedro. Los planos restantes
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son redundantes (Figura 4.26a). En caso de conciclicidad, puede ocurrir
que la frontera del casquete pase por mds de tres puntos. Nada cambia de
forma esencial (Figura 4.26b): aunque la regién no es un triedro, sino una
pirdmide, todos los planos relevantes se cortan en un tinico punto o vértice.

i i
1 1
/ /
i i
1 1
/ /

b)

- 18
8

Figura 4.26: La regién es a) un triedro b) una pirdmide.

En cualquier caso, el vértice del triedro o pirdmide coincide con el vértice
del cono tangente determinado por el casquete recubridor minimo, puesto
que los planos que forman el triedro (pirdmide) son tangentes a la esfera en
puntos de la frontera de dicho casquete, y por consiguiente son tangentes
al cono en cuestién. En consecuencia, no puede caber ninguna duda sobre
la alineacién de los tres puntos: el centro de la esfera, el centro del menor
casquete recubridor y el vértice de la regién poliédrica.

Si la frontera del menor casquete esférico que cubre los puntos pasa
sélo por dos de ellos, éstos deben ser diametralmente opuestos sobre dicha
frontera. En un entorno del punto que nos interesa (el mas cercano al centro
de la esfera), la regién poliédrica estd formada sélo por dos planos: los dos
correspondientes a los dos puntos por los que pasa el casquete. Los planos
restantes son localmente redundantes. Al ser todos los planos tangentes a la
esfera sobre la que se encuentran los puntos, la region poliédrica resultante
en este caso sélo tiene dos vértices (Figura 4.27). Este hecho resulta esencial
a la hora de disenar un algoritmo eficiente para resolver el problema.

Demostrar la alineacién de los tres puntos es, en este caso, un problema,
bidimensional: al intersecar la escena con el plano definido por el centro de
la esfera y los dos puntos que determinan el casquete, puede verse que el
problema de la alineacién se reduce al ya estudiado en dos dimensiones. [J

Podemos, finalmente, ofrecer el algoritmo éptimo anunciado.
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Figura 4.27: La regién tiene “forma de bisagra”.

Teorema 4.9 El menor casquete esférico que cubre un conjunto de n puntos
de una semiesfera abierta puede hallarse en tiempo ©(n).

Demostracion: Como se ha visto, se trata de hallar el punto de la regién
poliédrica descrita en el lema anterior mas cercano al centro de la semiesfera.
A la vista de la forma especial de dicha regién, hay que tener en cuenta que
pueden darse dos situaciones:

e Si el menor casquete recubridor de los puntos estd determinado por
tres (o mas) de ellos, la regién poliédrica es un triedro (o una pirdmide)
con un unico vértice, que es el punto a detectar.

e Si el menor casquete recubridor de los puntos estd determinado sélo
por dos de ellos, la region tiene forma de bisagra. En este caso, los
vértices son dos, y el punto buscado se encuentra en el segmento que
los une.

En cualquiera de los dos casos, el algoritmo va a consistir en elegir tres
cualesquiera de los puntos iniciales p; (no alineados sobre la esfera) y resolver
el problema de programacién lineal asociado a la regién poliédrica en la
direccién ortogonal al plano que determinan. Esta direccién es tal que,
en el primer caso (triedro o pirdmide) el algoritmo de programacién lineal
obtiene directamente el punto deseado, mientras que en el segundo caso
(regién “bisagra”) obtiene uno de los dos vértices o, incluso, el segmento
que los une. La cuestion es, una vez resuelto el problema de programacion
lineal, cémo distinguir entre los dos casos para obtener el é6ptimo buscado.
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e Si la salida del algoritmo de programacién lineal es un segmento, tiene
que ser el “eje” de la “bisagra”. Calcilese la distancia del segmento al
centro de la esfera y hallese el punto del segmento en que se alcanza.

e Si la salida del algoritmo de programacién lineal es un vértice de grado
exactamente 3, tdmense los tres planos incidentes en él, encuéntrense
las tres semirrectas interseccién y compruébese si la distancia al centro
de la esfera decrece al caminar por alguna de ellas.

— Si no decrece, la regién es un triedro, y su vértice es el éptimo
buscado.

— Si decrece a lo largo de alguna de las semirrectas (sélo puede
hacerlo a lo largo de una) dicha semirrecta es el eje de la bisagra.
Calctlese la distancia al centro de la esfera. El punto donde se
alcanza es el 6ptimo (ndtese que no puede ocurrir que se alcanze
en un punto que no pertenezca a la regién poliédrica).

e Finalmente, si la salida del algoritmo de programacién lineal es un
vértice de grado estrictamente mayor que 3, témense tres de los pla-
nos que pasan por él y calctlese el circulo que determinan los puntos
correspondientes. Los restantes planos que pasan por el mismo vértice
son conciclicos con estos tres.

— Si entre todos cubren més de media circunferencia, la regién es
piramidal y hemos hallado el éptimo.

— En caso contrario, hay que hallar los dos de ellos que son antipo-
dales para calcular su punto medio, que es el centro del casquete
que buscamos.

Esto acaba la descripcién y justificacion del algoritmo propuesto. Esen-
cialmente, requiere la aplicacion de un algoritmo de programacién lineal en
la direccién adecuada para hallar el punto de la regién poliédrica que mini-
miza la distancia al centro de la esfera. Como ha quedado demostrado en el
Lema 4.8, el segmento que une dicho punto con el centro de la esfera corta a
ésta en el centro del menor casquete contenedor de los puntos. El algoritmo
es directo y tiene complejidad O(n). O

Para, concluir, vamos a considerar un problema de localizacién que puede
ser considerado como dual del anterior: no se trata de minimizar la distancia
maxima a un conjunto de puntos dados sobre la esfera, sino de maximizar
la distancia minima. El problema no es ya el de ubicar un servicio lo més
cerca posible de sus usuarios, sino el de situar una actividad no deseada tan
lejos como sea posible.

Corolario 4.10 El mayor casquete esférico inscrito en un poligono convezo
definido sobre una esfera por interseccion de n semiespacios esféricos puede
hallarse en tiempo ©(n).
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Demostracion: Este problema puede reducirse al anterior mediante una po-
laridad. Dado un semicono circular, C, con vértice en el centro de la esfera
(considérese dicho centro como origen de coordenadas), puede asociarse cada
plano tangente a C' con el punto de la esfera interceptado por la semirrecta
tangente exterior al plano por el origen (Figura 4.28).

L

Figura 4.28: La polaridad asocia un punto a cada plano por el
origen.

El conjunto de todas las semirrectas asociadas a planos tangentes a un
cono dado, C, forman un nuevo cono, C*, que llamaremos cono polar de
C. El cono C* también es circular, es coaxial con C'y, si @ y o son los
angulos de apertura de C' y C* respectivamente, entonces a* = m — . Los
semiespacios abiertos que pasan por el origen y contienen a C' son aquellos
cuya semirrecta normal exterior es interior a C*.

Veamos como resolver el problema a través de esta polaridad. Dado un
poligono convexo P sobre la semiesfera, considérense los planos determina-
dos por sus lados y el centro O de la esfera. Asdciese a cada uno de estos
planos su punto polar (i.e, la interseccién de la esfera con la semirrecta nor-
mal exterior al plano por el origen), tal como se indica en la Figura 4.29.
Con este procedimiento, se asigna un punto p; a cada lado I; del poligono P.

Toda circunferencia D contenida en la semiesfera define un cono C cuyo
cono polar, C*, corta a la esfera en una nueva circunferencia, D* (polar
de D), de tal manera que D estd contenida en P = {ly,...,[,} si, y sélo
si, D* contiene a p1,...,p, (Figura 4.30). La relacién entre los dngulos de
apertura de C'y C* permite reducir el problema de hallar el mayor circulo
D contenido en P al problema de hallar el menor circulo D* que contiene
a los puntos p;, cosa que puede hacerse en tiempo O(n), segin el Teorema
4.9.

Notese, ademds, que la técnica usada no requiere que el poligono venga
dado de forma explicita, sino simplemente como interseccién (posiblemente
redundante) de semiespacios esféricos. O
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Figura 4.29: La polaridad asigna un punto a cada lado del
poligono.

Y

Te 0>

Figura 4.30: La circunferencia estd contenida en el poligono si, y
s6lo si, su dual contiene los puntos.

4.2 Problemas geométricos con restricciones

Un poligono convexo puede venir dado por una lista ordenada de vértices
o, implicitamente, por interseccién de un conjunto de semiplanos. Esta
segunda posibilidad modeliza mucho mas adecuadamente gran cantidad de
problemas reales, en los que intervienen restricciones lineales que limitan
la libertad de la solucién del problema. En este caso, siempre es posible
“construir” el poligono, es decir, obtener la lista ordenada de sus vértices
a partir del conjunto de semiplanos que lo definen, en tiempo Q(nlogn),
para luego extraer propiedades o efectuar construcciones. La cuestion es
qué puede hacerse sin necesidad de construir el poligono, qué problemas
pueden resolverse en tiempo éptimo O(n).

Dado un conjunto H = {Hy,...,Hy,} de semiplanos, determinados por
rectas orientadas hq,...,h,, de manera que H; = h;“, Vi = 1,...,n, se
considera el poligono P(H) = N?_, H;. Se trata de responder a preguntas
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del tipo jcudl es el didmetro de P(H)?, referidas a un solo poligono, o bien
del tipo jcudl es la distancia minima entre P(H) y P(H')?, referidas a mds
de un poligono. Algunos de estos problemas pueden resolverse en tiempo
6ptimo, ©(n), mientras que otros requieren tiempo (nlogn).

La mayor parte de los algoritmos que resuelven estos problemas positiva-
mente siguen el esquema de poda y biisqueda. Un ordculo permite descartar
una fraccién constante de los hiperplanos H; (y, en su caso, de los restan-
tes elementos del input) en tiempo lineal en el nimero de éstos. Aplicado
reiteradamente, el algoritmo acaba encontrando la solucién al problema en
tiempo lineal. El ordculo, en la mayoria de los casos, se basa en la solucién
de un problema de programaciéon lineal en una direccién adecuada para la
posterior eliminacién de suficientes elementos del input, direccién que sue-
le hallarse a través del cdlculo de una mediana, que puede realizarse en
tiempo lineal, mediante cualquiera de los algoritmos conocidos [19, 63]. En
cuanto al algoritmo de programacién lineal, pueden aplicarse los algoritmos
de [88, 113]. Sin embargo, puesto que el algoritmo de Megiddo para progra-
macién lineal no requiere, a su vez, mas que el cdlculo de medianas, parece
interesante ofrecer, en los casos en que es posible, un algoritmo modificado,
en que el oraculo sélo depende de un algoritmo de calculo de la mediana de
un conjunto de valores. Las cuestiones que de este modo hemos resuelto se
recogen en la Tabla 4.2.

Los primeros tres resultados se recogen, esencialmente, por su utilidad en
los algoritmos que resuelven los problemas posteriores, y no por su relevancia
intrinseca, puesto que los dos primeros son de solucién elemental y el tercero,
a pesar de no serlo, resulta bien conocido. Como se verd, en general no es
necesario imponer restricciones sobre el conjunto H de semiplanos, ni en el
sentido de garantizar que su interseccion no sea vacia, ni en el de garantizar
que sea acotada: el hecho de que P(H) sea vacio puede detectarse ficilmente,
mientras que el hecho de que P(H) pueda ser una regién poligonal convexa
no acotada es irrelevante para el buen funcionamiento de los algoritmos
(salvo especificacién contraria).

4.2.1 Problemas con un solo poligono

Teorema 4.11 La comprobacion de si un punto pertenece o no a un poli-
gono convexo, definido por interseccion de m semiplanos, puede llevarse a
cabo en tiempo ©(n).

Demostracion: Trivialmente, no hay més que aplicar un test de pertenencia
del punto a cada uno de los n semiplanos que definen el poligono. O

Teorema 4.12 La interseccion de una recta con un poligono convexo, defi-
nido por interseccion de n semiplanos, puede obtenerse en tiempo ©(n). Si
la recta no corta al poligono, puede detectarse al mismo tiempo cudl de los
dos semiplanos determinados por la recta contiene al poligono.
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Problemas con sélo un poligono
Test de pertenencia punto-poligono O(n)
2 | Test/calculo de la interseccién recta-poligono, asi co- ©(n)
mo deteccién de su posicion relativa
3 | Test de existencia del poligono ©(n)
4 | Rectas de soporte punto-poligono O(n)
5 | Distancia minima punto-poligono O(n)
6 | Cuerda vertical de longitud maxima ©(n)
7 | Par diametral de un poligono ©(nlogn)
8 | Menor circulo contenedor de un poligono ©(nlogn)
9 | Mayor circulo contenido en un poligono O(n)
Problemas con dos poligonos
10 | Test de interseccién de dos poligonos ©(n)
11 | Recta separadora de dos poligonos disjuntos O(n)
12 | Tangentes comunes exteriores ©(n)
13 | Tangentes comunes interiores O(n)
14 | Distancia minima entre dos poligonos ©(n)
15 | Distancia maxima entre dos poligonos ©(nlogn)

Tabla 4.2: Problemas con poligonos definidos por interseccién de
semiplanos.

Demostracion: Para detectar si la recta y el poligono se cortan, no hay maés
que ir intersecando cada semiplano con la recta. Al cortar el primero se
obtendrd, en general, una semirrecta que se cortard con el segundo, y asi
sucesivamente. El resultado final es el segmento, eventualmente vacio, inter-
seccién de la recta con el poligono o, en su caso, la semirrecta intersecciéon
de la recta con la regién poligonal, si ésta no es acotada. Si la intersec-
cién no es vacia, se obtienen también los lados del poligono que delimitan
la interseccion de éste con la recta. Si la interseccién es vacia, se obtiene
la informacién de a qué lado de la recta se encuentra el poligono con sélo
llevar a cabo el proceso anterior de forma cuidadosa:

1. Para empezar, se corta la recta con cada uno de los semiplanos de-
terminados por rectas en su misma direccién. Nétese que, de hecho,
sélo dos de estos semiplanos pueden ser relevantes en la determinacion
del poligono. Si la intersecciéon de dichos dos semiplanos es vacia, el
poligono mismo es vacio. En caso contrario, si la intersecciéon de la
recta con uno de los dos semiplanos es vacia, queda claro a qué lado
de la recta se encuentra el poligono. En caso contrario, hay que seguir
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procediendo.

2. Se corta entonces la recta con todos los semiplanos superiores respecto
de su direcciéon. Esto da lugar a una semirrecta cuyo origen viene
determinado por uno o a lo sumo dos semiplanos, segin si la recta
corta a la regién poligonal asociada en un lado o un vértice. Se procede
andlogamente con los semiplanos inferiores.

3. Si las dos semirrectas son disjuntas, la interseccién del poligono con la
recta es vacia. La interseccién de los a lo sumo cuatro semiplanos que
determinan las dos semirrectas indica entonces a qué lado de la recta
se encuentra el poligono. En algunos casos, puede llegar a indicar que
el poligono es vacio.

4. Si las dos semirrectas tienen un segmento comun, entonces la recta
corta al poligono.

Noétese que este algoritmo no detecta, realmente, todos casos en que el
poligono es vacio. Se limita a asegurar, caso de que la recta no corte al
poligono, en cudl de los dos semiplanos puede encontrarse el poligono, y en
cudl es imposible que se encuentre. En la mayor parte de las aplicaciones,
este hecho resulta irrelevante. En particular, ninguno de los algoritmos de
este trabajo, que necesitan detectar la posicién relativa de una recta y un
poligono, requiere nada mas que la rutina que acabamos de presentar. De
hecho, incluso el algoritmo que resuelve el problema de decidir si el poligono
es vacio utiliza esta subrutina sin problemas, tal como se verd a continuacién.

0

Teorema 4.13 (Megiddo, Dyer) La comprobacion de si un conjunto de
n semiplanos tiene interseccion no vacia puede llevarse a cabo en tiempo

O(n).

Demostracion: Es sabido que el algoritmo de programacion lineal resuelve
este problema: el poligono P(H) = NP, H; es vacio si, y s6lo si, el punto de
P(H) de ordenada minima (que puede detectarse por programacién lineal)
estd en el infinito. Ahora bien, con objeto de resaltar los mecanismos bésicos
de los algoritmos de poda y bisqueda (como el de programacion lineal de
Megiddo) basados en el cilculo de medianas, se presenta aqui una solucién
del problema en detalle.

Considérese, pues, un conjunto H = {Hq,...,H,} de n semiplanos. Se
trata de determinar el punto de P(H) = N!_,H; de ordenada minima. El
algoritmo, como se ha dicho, se basa en un oraculo: una subrutina que, esen-
cialmente, resuelve el problema en una dimensién menos en tiempo lineal.
Concretamente, en este caso el oraculo es capaz de decidir, dada una recta,
si ésta pasa por el punto de ordenada minima de P(H) y, en caso contra-
rio, en cudl de los dos semiplanos abiertos determinados por la recta yace
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dicho punto. Supdngase por un momento que se dispone de un tal oriculo.
Entonces el algoritmo principal discurre del modo siguiente:

1.

148

Se emparejan los semiplanos de H de dos en dos, de manera que cada
semiplano superior (de ecuacién az + y + ¢ > 0) quede emparejado
con otro del mismo tipo, y cada semiplano inferior (de ecuacién az +
y + ¢ < 0) quede emparejado con otro de su mismo tipo. No se
hace referencia aqui a los semiplanos verticales. El motivo es que
los semiplanos verticales relevantes no pueden ser mas que dos: todos
los deméds pueden ser eliminados por redundantes, de modo que los dos
eventualmente restantes pueden considerarse como pertenecientes uno
al conjunto de los semiplanos superiores y el otro al de los inferiores.

Se consideran a continuacion las parejas de semiplanos asi obtenidas.
Por cada pareja de semiplanos paralelos, puede eliminarse uno de los
dos semiplanos, puesto que es redundante para la determinacién de
la interseccién. Por cada cuatro de las restantes parejas serd posible
eliminar al menos un semiplano, como se explica a continuacién.

Cada una de las parejas de semiplanos restantes determina un punto
de interseccién ¢;. Calcilese la mediana xz,, de las abscisas de los
puntos ¢;, y apliquese el oraculo a la recta © = z,,.

e Siel ordculo determina que el punto de P(H ) de ordenada minima
se halla sobre la recta, hemos acabado.

e En caso contrario, el oraculo detecta a qué lado de la recta x = z,
se halla el punto buscado. Supdngase que es a la izquierda.

. Calcilese ahora la mediana, y,,, de las ordenadas de los puntos ¢; que

se hallan en el semiplano cerrado opuesto, es decir, a la derecha de la
recta x = x,, o sobre ésta, y apliquese el ordculo a la recta y = yp,.

e Siel ordculo determina que el punto de P(H ) de ordenada minima
se halla sobre la recta, hemos acabado.

e En caso contrario, el ordculo detecta a qué lado de la recta y = y,,
se halla el punto buscado. Supdngase que es por encima.

Ha sido detectado un cuadrante en que se halla la solucién. Por cada
punto ¢; situado en el cuadrante cerrado opuesto al de la solucién,
(en nuestro caso, el inferior derecho), es posible eliminar al menos un
semiplano, del modo siguiente:

e Si ¢; es el punto de interseccion de dos restricciones de pendien-
te positiva o nula, como ninguna de las dos puede pasar por el
cuadrante que contiene la solucién, ninguna de las dos puede in-
tervenir en la determinacién de la soluciéon. Ambas restricciones



son, pues, irrelevantes y pueden ser eliminadas, tal como se ilustra
en la Figura 4.31.

e Si ¢; es el punto de interseccién de una restriccién de pendien-
te positiva o nula y otra de pendiente negativa (Figura 4.31), la
restriccién de pendiente positiva es irrelevante, y puede ser elimi-
nada con el mismo argumento anterior.

-

solucién

*

Figura 4.31: Eliminacién de restricciones de pendiente positiva.

e Si ¢; es el punto de interseccién de dos restricciones de pendiente
negativa, entonces dos son los casos a considerar (véase la Figura
4.32):

— Si los dos semiplanos son superiores, entonces el de pendiente
mayor no puede ser relevante en el cuadrante que contiene la
solucién.

— Si los dos semiplanos son inferiores, entonces el de pendiente
menor no puede ser relevante en el cuadrante que contiene la
solucién.

-

solucion

*

eliminar

Figura 4.32: Eliminacién de restricciones de pendiente negativa.
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Al final del proceso, ha sido eliminada una restriccién por cada par de semi-
planos paralelos, y al menos una por cada cuatro puntos c;. De este modo, al
menos una octava parte de las restricciones han sido eliminadas. Reiterando
el proceso, hasta que el input se reduzca a un tamano constante prefijado
(dos semiplanos o menos), y aceptando que el ordculo sea lineal, se resuelve
el problema en tiempo

T(n) = O(n) + O(In) + O((Z)%n) + ... + O(1) = O(n).

Pasemos pues, a describir el funcionamiento del ordculo y a analizar
su complejidad. Dada una recta r vertical (resp. horizontal) se trata de
describir un algoritmo que detecte, en tiempo lineal, a qué lado de r se
encuentra el punto de P(H) = NI H; de ordenada minima. Para ello no
hay mas que recurrir al algoritmo del Teorema 4.12:

1. Aplicar a la recta y el poligono el algoritmo que computa su intersec-
cién y que, en caso de ser ésta vacia, detecta a qué lado de la recta se
encuentra el poligono.

2. Si la interseccion es vacia, el punto de P(H) de ordenada minima se
encuentra al mismo lado que P(H) mismo.

3. Si la interseccién no es vacia, la pendiente del semiplano h; que deter-
mina el extremo inferior de la interseccién (Figura 4.33) o, en su caso,
las de los semiplanos h; y h; que determinan dicho extremo (Figura
4.34) determinan hacia qué lado de la recta disminuye la ordenada y
debe, por tanto, buscarse el punto de ordenada minima, o si éste se
encuentra sobre la recta misma.

hi
B —————h, al
o o1 B I B h,
solucién <= Iy =» solucién
solucién
o<m/2 o=P=n/2 B<m/2

Figura 4.33: La pendiente de h; determina a qué lado de la recta
se encuentra el punto del poligono de ordenada minima.

Noétese que, de no tener la interseccién un extremo inferior, el problema
acaba, puesto que se concluye que P(H) es una regién no acotada (y
por tanto no vacia).
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h~™ ¢ o' - R
solucién <= Iy =» solucién
solucién
o<m/2 o,B>=m/2 B<m/2

Figura 4.34: Las pendientes de h; y h; determina a qué lado de
la recta se encuentra el punto del poligono de ordenada minima.

El oriculo funciona de manera muy similar para rectas horizontales. La
unica modificacién se produce en el paso 3, donde el simple hecho de que
la interseccién de la recta con el poligono no sea vacia indica que el punto
del poligono de ordenada minima se encuentra por debajo de la recta (o en
ésta, en el caso extremo). O

Teorema 4.14 Las dos rectas de soporte desde un punto p a un poligono
convezro P, definido por interseccion de n semiplanos, pueden calcularse en
tiempo ©(n).

Demostracion: Se empieza comprobando, mediante el algoritmo del Teore-
ma 4.13, si el poligono es vacio, caso en el cual no hay rectas de soporte que
calcular. Supuesto que el poligono no sea vacio, se comprueba, mediante
el algoritmo del Teorema 4.11, si el punto p es exterior al poligono P. Su-
puesto que lo sea, a continuacién se describe cémo hallar la recta de soporte
izquierda (orientada del punto hacia el poligono), es decir, la que deja al
poligono a su derecha, tal como en la Figura 4.35.

Figura 4.35: Recta de soporte izquierda a P desde p.
El algoritmo propuesto procede por poda y busqueda. Concretamente,
a cada iteracion detecta un subconjunto de hiperplanos de P que son irre-

levantes para la solucién del problema, los elimina y procede a reiterar el
proceso. En cada paso, se garantiza que los semiplanos eliminados son la
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mitad de los presentes. El proceso para detectarlos y eliminarlos se realiza
en tiempo lineal en el niimero de semiplanos presentes. Esto da lugar a un
algoritmo lineal, puesto que el coste total del proceso es

T(n)=0(n)+0(5)+0(%) +0(%)+...=O(n).
Asi procede el algoritmo:

1. Se hallan los vértices del poligono P de abscisa minima y maxima, [ y r,
aplicando un algoritmo de programacién lineal en direccién horizontal.

2. Se determina la posicion relativa del punto p respecto de [ y r:

e Sip estd a la izquierda de [, entonces la recta de soporte se apoya
sobre la cadena superior del poligono (Figura 4.36a).

e Si p se encuentra en la vertical de [, entonces la recta de soporte
se apoya en [ o en la cadena superior del poligono, segin que p
se encuentre por debajo o por encima de [ (Figura 4.36b).

e Sip se encuentra entre [ y r, entonces la recta de soporte se apoya
sobre la cadena inferior de P o sobre la superior, segiin que p se
encuentre por debajo o por encima de P (Figura 4.36c).

e Si p se encuentra en la vertical de r, la recta de soporte se apoya
en r o en la cadena inferior de P, segin que p se encuentre por
encima o por debajo de r (Figura 4.36d).

e Si p se encuentra a la derecha de r, entonces la recta de soporte
se apoya sobre la cadena inferior del poligono (Figura 4.36e).

a) b) 0) d) | 9

Figura 4.36: La posicién relativa de p respecto de [ y r determina
la localizacién del vértice de apoyo de la recta de soporte en la
cadena superior o inferior del poligono P.

Esto permite trabajar sélo con semiplanos superiores o sélo con semi-
planos inferiores.

De hecho, el razonamiento anterior puede refinarse del modo siguien-
te: una vez hallados [ y r, se tienen también los lados del poligono
incidentes en ambos vértices, de manera que puede detectarse in-
equivocamente cudndo la recta de soporte desde p se apoya en r o
en [, y cudndo se apoya en algiin otro vértice de la cadena inferior o
de la superior, tal como se recoge en la Figura 4.37.
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region
correspondiente
a vérticer

regién correspondiente
ala cadena superior

regién correspondiente
alacadenainferior
region
correspondiente
al vértice |

Figura 4.37: La ubicacién del punto p en una de estas cuatro
regiones determina si la recta de soporte se apoya en [, en r, en la
cadena superior o en la cadena inferior del poligono P.

En cualquier caso, el conjunto H = {H,...,H,} de los hiperplanos
que definen el poligono puede considerarse subdividido en dos subcon-
juntos: HT, el de los semiplanos que vienen dados por ecuaciones del
tipo ax +y +c > 0, y H, el de los que vienen dados por ecuacio-
nes del tipo az + y + ¢ < 0. Coloquialmente hablando, son de H™
los semiplanos superiores, susceptibles de formar la cadena inferior del
poligono, y de H~ los semiplanos inferiores, susceptibles de formar la
cadena superior del poligono. Para simplificar la explicacién, conside-
raremos que ninguno de los semiplanos estd determinado por una recta
vertical, pero si algunos lo estuvieran (sélo dos de este tipo pueden ser
relevantes) pueden considerarse facilmente en el algoritmo.

3. Supdngase que en el paso anterior del algoritmo se ha detectado que la
recta de soporte izquierda de p a P se apoya en la cadena inferior de P.
En este supuesto, se consideran solamente los semiplanos superiores,
es decir, los de HT, por ser los tinicos que pueden intervenir en la
determinacién de la cadena inferior de P. De éstos, ademds, sdlo se
consideran los que tienen pendientes comprendidas entre la del lado
incidente en [, ¢, y la del lado incidente en r, ¢4, puesto que el
resto sélo podria dar lugar a la consideracién de vértices ficticios, que
podrian confundir al algoritmo. Se calcula la pendiente mediana de los
semiplanos presentes. Mediante un algoritmo de programacién lineal,
se halla la recta tangente a P con esa pendiente, t,,.q (Figura 4.38).

Figura 4.38: La recta tangente t,,cq-

4. Se estudia entonces la posicién relativa de p respecto de la recta tan-
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gente tmeq v la recta t,, incidente en [ (recuérdese que las rectas
aparecen orientadas de tal manera que dejan el poligono P siempre a
su derecha).

® Si tyin O tmeq Pasan por p, el problema estd resuelto.

e Si la recta de pendiente minima t,,;, deja a p a su izquierda,
entonces la recta de soporte buscada pasa por [ (tal como se
ilustra en la Figura 4.39) y el algoritmo finaliza.

A

. t.
p min

Figura 4.39: La recta t,,:, deja el punto p a su izquierda.

e En caso contrario, si la recta tangente de pendiente mediana deja
a p a su izquierda, entonces todas la rectas de pendientes com-
prendidas entre la mediana y la maxima son irrelevantes, pues la
recta de soporte no puede apoyarse en ellas Figura 4.40).

Figura 4.40: La recta t,,:, deja el punto p a su derecha, mientras
que tpyeq lo deja a su izquierda.

e Finalmente, si ¢, vV timeq dejan ambas el punto p a su derecha,
entonces dos son los casos posibles:

— Si p se encuentra antes del punto de tangencia de t,,.4, en-
tonces todas la rectas de pendientes comprendidas entre la
minima y la mediana son irrelevantes, pues la recta de sopor-
te no puede apoyarse en ellas (Figura 4.41).

— Si p se encuentra después del punto de tangencia de #,,q,
entonces todas la rectas de pendientes comprendidas entre
la mediana y la médxima son irrelevantes, pues la recta de
soporte no puede apoyarse en ellas (Figura 4.42).



Figura 4.41: Las rectas tmin ¥ tmea dejan el punto p a su derecha,
antes del punto de tangencia de t,eq-

min

Figura 4.42: Las rectas tmin ¥ tmea dejan el punto p a su derecha,
después del punto de tangencia de t,,¢q.

Al salir del algoritmo, el punto de tangencia de t,,.4 pasa a ejercer el papel
de [ o de r, segiin qué restricciones hayan sido eliminadas, y el lado del
poligono incidente en él se convierte en la nueva ty,, 0 tmez- Este proceso
de eliminacién de elementos del input se aplica reiteradamente hasta reducir
el conjunto de semiplanos a dos, momento en el cual el vértice del poligono
sobre el cual se apoya la recta de soporte se determina en tiempo constante.
El caso en que P(H) es una regién poligonal convexa no acotada se detecta
en el primer paso del algoritmo, al comprobar que uno o incluso los dos
puntos [ y r se encuentran en el infinito. Sin embargo, ello no es ébice para
que el algoritmo encuentre las dos rectas de soporte, en el sentido amplio
del término, es decir, tanto si se trata de rectas que se apoyan en un vértice
de la region poligonal, como si se trata de rectas paralelas a alguna de las
semirrectas de la frontera de la regién. O

Teorema 4.15 El problema anterior puede resolverse sin usar algoritmos
de programacion lineal a cada iteracion, sino sélo el cdlculo de medianas.

Demostracion: El preproceso es idéntico al del algoritmo anterior: se em-
pieza por comprobar que el poligono no sea vacio, para luego comprobar
también que el punto sea exterior al poligono. Se determina entonces si la
recta de soporte buscada (supongamos que es la izquierda) se apoya en la ca-
dena inferior o superior del poligono (supongamos que en la inferior). Como
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se ve, este preproceso requiere dos aplicaciones de un algoritmo de progra-
macién lineal, para detectar los extremos iquierdo y derecho del poligono, [
y r, y determinar con su ayuda en cudl de las dos cadenas del poligono se
apoya la recta de soporte. Sin embargo, el algoritmo no requiere ya mas que
el calculo de medianas a cada iteracion.

Concretamente, el algoritmo prosigue exactamente con el mismo esque-
ma, que el del Teorema 4.13, permitiendo descartar, a cada iteracion, al
menos una octava parte de los semiplanos del input. La diferencia radica
en el funcionamiento del ordculo: mientras que en el algoritmo del Teore-
ma 4.13 era necesario detectar, para una recta dada, a qué lado de ésta se
encontraba el punto del poligono de ordenada minima, ahora se trata de
detectar a qué lado de la recta se encuentra el punto del poligono sobre el
cual se apoya la recta de soporte izquierda desde el punto p.

A continuacion se describe el funcionamiento del ordculo para una recta
vertical 7.

1. Se empieza detectando si la recta r corta al poligono y, caso de que no
lo corte, a qué lado de r se encuentra éste.

2. Si la recta r no corta al poligono, entonces el punto de apoyo de la
recta de soporte se encuentra del mismo lado de r que el poligono
mismo, con independencia de dénde se halle el punto p.

3. Si la recta r corta al poligono, se considera el lado s de la cadena
inferior del poligono cortado por la recta (recuérdese que dichos lados
se consideran orientados de tal manera que dejan al poligono a su
derecha), y se estudia la posicién relativa de p respecto de r y s.

e Si p se encuentra a la izquierda de r o sobre r, entonces el punto
de apoyo de la recta de soporte se encuentra a la izquierda de r
(Figura 4.43a).

e Sip se encuentra a la derecha de r y a la izquierda de s, entonces
el punto de apoyo se encuentra a la izquierda de r (Figura 4.43b).

e Si p se encuentra a la derecha de r y exactamente sobre s, aca-
bamos de hallar la recta de soporte (Figura 4.43c).

e Sip se encuentra a la derecha de r y por encima de s, entonces el
punto de apoyo se encuentra a la derecha de r (Figura 4.43d).

Una pequenisima variacién resuelve este mismo dilema en el caso en
que la recta corta a la cadena inferior del poligono en un vértice. No se
puede hablar entonces de un tinico lado s de incidencia, sino de dos, s;
y s2. La posicién relativa de p respecto de s1 y so resuelve la cuestién
(Figura 4.44).

En el caso en que la recta respecto de la cual se desea saber la posicién
del punto de apoyo de la recta de soporte es horizontal, puede aplicarse
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soluci on-e— solucion-e— solucion (= solucion

a b) c) d)

Figura 4.43: Funcionamiento del ordculo que detecta a qué lado
de una recta vertical se halla el punto de apoyo de la recta de

soporte.
r
‘\CD ; C
solucién < solucion-— > solucion
solucién
a b) <) d

Figura 4.44: Variacién del ordculo para el caso en que la recta
corta a la cadena inferior del poligono en un vértice.

el ordculo anterior cambiando los papeles de derecha/izquierda por los de
encima/debajo. En general, esta rutina vale para una recta de cualquier
direccién, con tal de que los conceptos de localizacion vertical (izquierda,
derecha, cadena inferior,...) se entiendan como relativos a la direccién de la
recta. [l

La obtencién en tiempo lineal de las rectas de soporte a un poligono
desde un punto dado resulta una herramienta basica en la obtencién de
resultados posteriores. El siguiente es el primer ejemplo de ello.

Teorema 4.16 La distancia minima de un punto p a un poligono convezxo
P, definido por interseccion de n semiplanos, puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Se empieza por detectar si el punto es interior al poligono o
no, mediante el algoritmo del Teorema 4.11. Si es interior, la distancia es
cero. Si es exterior, se aplica el algoritmo siguiente, que se basa en el hecho
de que la distancia minima de un punto p a un poligono P se alcanza en un
punto de la cadena visible de P desde p, es decir, en un punto de la frontera
de P comprendido entre las dos rectas de soporte del punto al poligono, y
que la distancia de un punto a la cadena visible de un poligono convexo es
una funcién unimodal.
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Se hallan las dos rectas de soporte del poligono desde el punto p, segin
el algoritmo del Teorema 4.14, y se consideran los dos hiperplanos que, no
conteniendo el punto p, determinan los vértices en que se apoyan las dos
rectas de soporte, es decir, el primer y el ultimo lados de la cadena de P
visible desde p. Para hallar el punto de P a distancia minima de p sélo es
necesario considerar, tal como se ha dicho, los semiplanos con pendientes
comprendidas entre estas dos.

Con los semiplanos que se consideran, se calcula la mediana de las pen-
dientes de las rectas h; que los determinan y se resuelve el problema de
programacion lineal asociado a los semiplanos presentes en la direccién or-
togonal a la determinada por la pendiente mediana. En general, esto de-
termina un vértice del poligono. Se consideran los dos lados que inciden en
él y se detecta hacia qué lado la distancia al punto p disminuye (para ello,
no hay més que hacer una comparaciéon de angulos, tal como se indica en
la Figura 4.45). En el caso en que el algoritmo de programacién lineal da

diente
ﬁ"legdiana
-> solucion
o .
P p

Figura 4.45: Si a < /2, entonces la solucién estd a la derecha.
Si B < /2, entonces la solucién estd a la izquierda. Si a, 8 > 7/2,
entonces la distancia es minima.

un lado como respuesta, se detecta andlogamente en qué direccién hay que
moverse para disminuir la distancia al punto p.

En cualquiera de los dos casos, es posible eliminar la mitad de los hi-
perplanos considerados y seguir buscando el punto del poligono a distancia
minima del punto p con la ayuda de los hiperplanos restantes. Asi se sigue
procediendo hasta que no quedan mas que 2 o 3 hiperplanos (segin que el
punto del poligono a distancia minima del punto p se encuentre en el interior
de un lado o en un vértice). O

Teorema 4.17 El problema anterior puede resolverse sin usar algoritmos
de programacion lineal a cada iteracion, sino solo el cdlculo de medianas.

Demostracion: El algoritmo principal es muy parecido al del Teorema 4.13.
En primer lugar, se decide si el punto p pertenece al poligono P (Teore-
ma 4.11), en cuyo caso la distancia entre ambos es igual a cero. Supuesto
que no sea asi, se calculan las rectas de soporte de p a P, mediante el al-
goritmo del Teorema 4.15 y se consideran nada mas que los semiplanos de
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pendientes comprendidas entre las de los lados del poligono primero y ultimo
de la cadena visible desde p, puesto que son los tinicos que pueden intervenir
en la solucién.

Como en el algoritmo del Teorema 4.13, se emparejan las rectas presentes
de dos en dos, de manera que cada par produzca un punto de interseccién.
Noétese que, puesto que las rectas de soporte estdn ya determinadas, puede
situarse el sistema. de referencia de tal manera que todos los semiplanos que
intervengan sean superiores. A continuacién, se aplica el habitual mecanis-
mo de poda, en que la tinica novedad estd en el ordculo.

Se trata de una subrutina que debe decidir, dada una recta, en qué lado
de ésta yace el punto del poligono P que se encuentra a distancia minima
de p. Asi es como procede:

1. Si la recta deja toda la cadena de lados de P visible desde p a un
mismo lado, la solucién se halla a ese lado (Figura 4.46a).

2. Si la recta corta a la cadena visible una tnica vez, en un punto ¢
interior a un lado de P, el dngulo que forma el lado con el segmento
pq determina a qué lado de la recta se encuentra la solucién (Figura
4.46b). Si el punto g es un vértice, los dngulos que forman los dos
lados incidentes en ¢ con el segmento pg determinan a qué lado de la
recta se encuentra la solucién.

3. Si la recta corta a la cadena de P visible desde p dos veces, entonces el
punto buscado estd en el mismo lado de la recta en que esté p (Figura
4.46¢).

P P P P p

a) b) 0

Figura 4.46: Funcionamiento del ordculo que detecta a qué lado
de la recta r se encuentra el punto de la cadena visible de P a
distancia minima de p.

O

Teorema 4.18 La cuerda vertical mds larga de un poligono convexo, defi-
nido por interseccion de n semiplanos, puede hallarse en tiempo ©(n).

Demostracion: Una vez mds, considérese el conjunto H = {Hy,...,H,} de
los hiperplanos que definen el poligono y subdividase en dos subconjuntos:
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HT, delos semiplanos que vienen dados por ecuaciones del tipo az+y-+c > 0,
o semiplanos superiores, y H , de los que vienen dados por ax +y + ¢ < 0,
o semiplanos inferiores. También en este caso consideraremos que ninguno
de los semiplanos estd determinado por una recta vertical, pero si algunos
lo estuvieran (recuérdese que sélo dos de este tipo pueden ser relevantes),
pueden considerarse ficilmente en el algoritmo. De esta forma, las cuerdas
verticales, y en particular la buscada, tienen su extremo superior en un
semiplano de H~ y el inferior en uno de H™.

El algoritmo se basa en la unimodalidad de la longitud de la cuerda
vertical de un poligono convexo. Se calcula la pendiente mediana de entre
las de H™, y se resuelve el problema de programacién lineal la direccién
ortogonal, para el conjunto H'. En el punto hallado, se traza una recta
vertical y se corta con todos los semiplanos de H , de modo que se obtiene
la cuerda vertical del poligono por ese punto. Estudiando los dngulos que
forman los lados del poligono en los dos extremos de la cuerda, se averigua
a qué lado de ésta se encuentra la cuerda vertical més larga. Andlogamente
se procede con H ™.

Esto permite descartar la mitad de los semiplanos de H™, junto con
algunos de H~, asi como la mitad de los semiplanos de H~, junto con
algunos de los de H'. En conjunto, al menos la mitad de los semiplanos
son eliminados antes de proceder a la siguiente iteracién (Figura 4.47).

medianade H™

medianade H

Figura 4.47: Procedimiento para hallar la cuerda vertical mas
larga.

Puesto que la cuerda més larga se apoya necesariamente en un vértice
del poligono, el algoritmo acaba detectdndola cuando encuentra una cuerda
vertical que no puede mejorarse ni a un lado ni a otro. O

Teorema 4.19 EI cdlculo de un par diametral de un poligono convexo, de-
finido por interseccion de n semiplanos, requiere ©(nlogn) operaciones.

Demostracion: Un par diametral de un poligono estd formado por dos puntos
de éste situados a distancia méxima (dicha distancia es el didmetro del
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poligono). La demostracién del teorema consiste en reducir el problema
del gap maximo entre n nimeros reales al de hallar un par diametral de
un poligono. La reduccién se realiza en tiempo lineal, en el modelo de
complejidad de RAM Real, tal como se entiende en [106].
Dados n nimeros reales, z1, ..., z,, y supuesto que £1 = min{zy,...,z,}
y T, = maz{zi,...,z,} (esta suposicién no implica méds que un cémputo
que puede llevarse a cabo trivialmente en tiempo lineal) se sitdan puntos
Dly---sPnsqls-- -, Gn en la circunferencia unidad de la forma siguiente: cada
p; se coloca en la semicircunferencia superior, en en extremo del arco «; =
;";:?1 ; mientras que los puntos g; se sitian en la semicircunferencia inferior,
en posiciones diametralmente opuestas a las de los puntos p; (Figura 4.48).
De esta forma, el gap maximo entre los puntos x1, ..., x, se corresponde con

Figura 4.48: Reduccién del problema del gap méximo al del par
diametral: Primera etapa.

el gap maximo entre los puntos p1,...,Pn,q1,-- -, qn-

Por cada punto p; y cada punto ¢; se traza la recta tangente a la circun-
ferencia y se considera, de los dos semiplanos que determina, el que contiene
a la circunferencia. El didmetro del poligono interseccién de estos 2n — 2
semiplanos se alcanza en dos vértices diametralmente opuestos del mismo
(Figura 4.49). Los dos semiplanos incidentes en dichos vértices corresponden
a los dos puntos entre los cuales se produce el gap méximo. Por consiguien-
te, el cdlculo del par diametral tiene, al menos, la misma complejidad que
el cdlculo del gap maximo.

Para acabar, sélo cabe recordar que un par diametral de un poligono
dado como lista ordenada de vértices es calculable en tiempo lineal [106],
de manera que el de un poligono dado por interseccién de semiplanos puede
obtenerse en tiempo ©(n logn) con sélo construir la lista de vértices a partir
de los semiplanos. O

Teorema 4.20 El cdlculo del circulo minimo que contiene a un poligono
convezo, definido por interseccion de n semiplanos, requiere ©(nlogn) ope-
raciones.

161



Figura 4.49: Reduccién del problema del gap méximo al del par
diametral: Segunda etapa.

Demostracion: Por un lado, estd claro que el menor circulo contenedor puede
obtenerse en tiempo O(n logn), con sélo obtener la lista ordenada de vértices
del poligono en tiempo O(nlogn) para luego obtener el circulo en tiempo
O(n) [88].

Por otro lado, la construccién del Teorema 4.19 no sélo prueba que el
problema del gap méaximo se reduce al del par diametral, sino también al
del menor circulo contenedor, puesto que el menor circulo que contiene al
poligono de la Figura 4.50 estd precisamente determinado por dos vértices
diametralmente opuestos: los dos que determinan el gap maximo.

\ circulo
| contenedor

\

' minimo

Figura 4.50: Reduccién del problema del gap méximo al del
circulo contenedor minimo.

En conclusién, el cadlculo del menor circulo contenedor de un poligono
dado como interseccién de n semiplanos se realiza en tiempo O(nlogn). O
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Teorema 4.21 El mayor circulo contenido en un poligono convezo, definido
por interseccion de n semiplanos, puede hallarse en tiempo O (n).

Demostracion: Tédmese el plano m en que se plantea el problema y con-
sidérese sumergido en el espacio tridimensional. Para cada semiplano H; C «
de los que determinan el poligono P, se considera el plano 7; que pasa por
la recta h; y forma con m un dngulo de 45°, de tal manera que el semiespacio
inferior determinado por m; contenga a H; (Figura 4.51). La interseccién

i

" 45°

Figura 4.51: Construccién de la superficie poliédrica.

de todos estos semiespacios inferiores es una regién poliédrica que satisfa-
ce la siguiente propiedad: para cada punto x € Hj;, la distancia a la recta
h; es igual a la distancia vertical a m;, de manera que el centro del mayor
circulo contenido en P = N, H; es la proyeccién del punto mds alto de la
regiéon poliédrica sobre el plano 7w. Dicho punto puede hallarse en tiempo
O(n) mediante la aplicacién del un algoritmo de programacion lineal en tres
dimensiones, resolviendo asi el problema original en tiempo éptimo. O

La demostracién anterior utiliza la misma regiéon poliédrica usada por
Aggarwal et al. en [4] para hallar el diagrama de Voroni de un poligono
y, con él, el centro de su mayor circulo inscrito. Nétese, sin embargo, que
el algoritmo de [4] construye en tiempo lineal el diagrama de Voronoi del
poligono, para lo cual la ordenacién de los lados de éste resulta esencial,
mientras que en el Teorema 4.21 el centro del mayor circulo inscrito en
el poligono se obtiene, sin construir el diagrama de Voronoi, a partir del
conjunto de restricciones no ordenadas, y posiblemente redundantes, que
determinan el poligono.

4.2.2 Problemas con dos poligonos

Teorema 4.22 La comprobacion de si dos poligonos convexos, definidos por
interseccion de n y m semiplanos respectivamente, se cortan puede llevarse
a cabo en tiempo O(n + m).
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Demostracion: Trivialmente, no hay mas que aplicar un algoritmo de pro-
gramacién lineal en que el conjunto de restricciones estd formado por la
reunion de las restricciones que determinan los dos poligonos. También pue-
de aplicarse el algoritmo del Teorema 4.13, que comprueba si un conjunto de
semiplanos tiene intersecciéon no vacia, al conjunto reunién de los semiplanos
que determinan los dos poligonos. O

Teorema 4.23 Una recta separadora de dos poligonos convezros disjuntos,
definidos por interseccion de n y m semiplanos respectivamente, puede ha-
llarse en tiempo ©(n + m).

Demostracion: Es conveniente estudiar, en primer lugar, la posicién relativa
de los dos poligonos. Concretamente, se localizan los extremos izquierdo y
derecho de cada poligono, para determinar a continuacion si las franjas ver-
ticales de los dos poligonos se solapan o no. Esta comprobacién lleva tiempo
O(n), puesto que los extremos de los poligonos pueden hallarse por progra-
macién lineal. Si las franjas verticales determinadas por los dos poligonos
son disjuntas, los poligonos son separables por cualquier recta vertical situa-
da entre las dos franjas.

Supongamos, pues, que las franjas tienen interseccién no vacia. De los
dos poligonos P y @, supongamos que P queda por debajo de @Q (cosa que
puede detectarse comparando las ordenadas de los extremos hallados de P y
Q). En este caso, toda recta que separe la cadena inferior de @) de la cadena
superior de P es una recta separadora de P y (). Por consiguiente, conviene
considerar solamente los semiplanos superiores de () con pendientes com-
prendidas entre las de los semiplanos incidentes en los extremos izquierdo y
derecho de @), asi como los semiplanos inferiores de P con pendientes com-
prendidas entre las de los semiplanos incidentes en los extremos izquierdo
y derecho de P. Se calcula entonces la pendiente mediana de todas las de
los semiplanos presentes de P y ). Por programacion lineal en la direcciéon
ortogonal a ésta, se hallan las rectas tp y g, tangentes respectivamente a
P y a @ en la direcciéon de la pendiente mediana. Llamaremos p y ¢ a los
puntos de tangencia respectivos.

e Si tg estd por encima de ¢tp (Figura 4.52), toda recta de misma pen-
diente, situada entre ambas, es una recta separadora de Py Q, y el
problema ha sido resuelto. De hecho, incluso si tp y tg coinciden,
hemos hallado una solucién al problema.

e Sitg estd por debajo de tp, entonces deben distinguirse dos casos:

— Si el punto p queda a la izquierda del punto g, entonces todos los
semiplanos de P y @@ de pendiente mayor que la pendiente de tp
y tg pueden eliminarse, puesto que todas las rectas separadoras
de P y @ tienen pendientes inferiores, tal como ilustra la Figura
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tQ
%
/
Figura 4.52: Si @ estd por encima de Py tg esta por encima de
tp, la franja delimitada por tp y tg separa los poligonos Py Q).

eliminar

Figura 4.53: Eliminacién de semiplanos cuando @ estd por encima
de P, tg estd por debajo de tp y p estd a la izquierda de g.

4.53. En este caso, el punto p pasa a ejercer el papel de extremo
izquierdo de P, mientras que el punto ¢ pasa a ejercer el papel
de extremo derecho de Q.

— Si el punto p queda a la derecha del punto ¢, entonces todos los
semiplanos de P y () de pendiente menor que la pendiente de tp
y tg pueden eliminarse, puesto que todas las rectas separadoras
de Py @ tienen pendientes superiores, tal como ilustra la Figura
4.54. En este caso, el punto p pasa a ejercer el papel de extremo

eliminar

Figura 4.54: Eliminacién de semiplanos cuando @ estd por encima
de P, tg estd por debajo de tp y p estd a la derecha de q.
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derecho de P, mientras que el punto ¢ pasa a ejercer el papel de
extremo izquierdo de Q.

En cada iteracién, este algoritmo reduce el ntimero de semiplanos presentes
a la mitad con un coste lineal (el de calcular la pendiente mediana y, por
programacion lineal, hallar las rectas tangentes tp y tg), de manera que el
coste total del algoritmo es lineal. O

Teorema 4.24 Las tangentes exteriores comunes a dos poligonos convexos,
definidos por interseccion de n y m semiplanos respectivamente, pueden ha-
llarse en tiempo ©(n + m).

Demostracion: Ante todo, hay que comprobar que los poligonos sean dis-
juntos puesto que, de no serlo, podrian tener un niimero lineal de tangen-
tes comunes exteriores. La comprobacion puede llevarse a cabo en tiempo
6ptimo aplicando el Teorema 4.22.

Supongamos, pues, que los dos poligonos, P y @, son disjuntos. Es con-
veniente estudiar, en primer lugar, su posicién relativa. Concretamente, se
determinan los extremos izquierdo y derecho de cada poligono, para deter-
minar a continuacién si alguno de los poligonos estd contenido en la franja
vertical determinada por el otro. Esta comprobacién lleva tiempo O(n+m),
puesto que los extremos de los poligonos pueden hallarse por programacion
lineal. Dos son, pues, los casos posibles: o bien uno de los poligonos, di-
gamos P, estd contenido en la franja vertical determinada por el otro, Q;
o bien las dos franjas no se contienen (es indiferente que se solapen o sean
disjuntas). En el primer caso, las dos tangentes exteriores se apoyan en la
misma cadena de los dos poligonos: en ambos casos en la cadena inferior
o en ambos en la superior, tal como se ilustra en la Figura 4.55a. En el
segundo caso, una de las tangentes se apoya en las cadenas superiores de los
dos poligonos, mientras la otra se apoya en las inferiores (Figura 4.55b).

Figura 4.55: Tangentes comunes exteriores. a) Cuando un poli-
gono estd contenido en la franja vertical del otro. b) Cuando las
franjas no se contienen una a otra.
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Empezaremos por estudiar este segundo caso. Supongamos que las fran-
jas verticales de los poligonos P y (Q no estidn contenidas una en otra. Se
explicard como determinar la tangente exterior que conecta un vértice de la
cadena inferior de P con otro de la cadena inferior de (). La otra tangente
exterior, que conecta la cadena superior de P con la cadena superior de @), se
obtiene de forma andloga. Llamaremos P al poligono que se encuentra mas
a la izquierda de los dos. Determinar cudl es no supone mayores costes de
computacién, una vez conocidas las franjas verticales de los dos poligonos.

1. Puesto que la recta tangente buscada se apoya en las cadenas inferiores
de ambos poligonos, pueden desecharse de entrada todos los semipla-
nos inferiores del input, puesto que son irrelevantes para la solucién
de este problema. Para evitar la apariciéon de vértices ficticios de P
o (), es conveniente tener presentes los vértices de abscisa extrema de
P y @, y considerar solamente los semiplanos de P (resp. Q) con
pendientes comprendidas entre las de los lados incidentes en los dos
extremos.

2. Se calcula la pendiente mediana de todos los semiplanos presentes, con
independencia de si corresponden a P o a Q.

3. Por programacion lineal, se obtienen las rectas tangentes a P y a Q
en la direccién mediana, tp y to. Dos son entonces las posibilidades:

e Las rectas tp y tg coinciden. En este caso, el agoritmo ha hallado
la tangente exterior buscada.

e La recta tp queda por debajo de la recta tg (Figura 4.56a). En
este caso, todos los semiplanos de pendientes comprendidas entre
la pendiente minima y la mediana son prescindibles, porque no
intervienen en la solucién del problema, y el extremo izquierdo
de P (resp. Q) pasa a ser el punto de tangencia de tp (resp. tq).

e La recta tp queda por encima de la recta to (Figura 4.56b). En
este caso, todos los semiplanos de pendientes comprendidas entre
la pendiente mediana y la méxima son prescindibles, porque no
intervienen en la solucion del problema, y el extremo derecho de
P (resp. Q) pasa a ser el punto de tangencia de tp (resp. tg).

En ambos casos, la mitad de los semiplanos son irrelevantes a la hora
de hallar la tangente exterior comin de P y Q.

El algoritmo procede de forma andloga con los semiplanos restantes,
hasta que, en general, no quedan mas que dos semiplanos para cada poligono,
y una tangente de P queda a cada lado de la correspondiente de (). Otras
terminaciones posibles sélo pueden darse cuando los poligonos estan situados
de tal forma que sus tangentes comunes exteriores se apoyan sobre uno
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Figura 4.56: Eliminacién de semiplanos. a) Cuando la tangente
de P estd por debajo de la de ). b) Cuando la tangente de P estd
por encima de la de Q.
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o incluso dos de los lados de los poligonos, cosa que el algoritmo detecta
al comprobar que las tangentes a los dos poligonos en una determinada
direccién no estan una a un lado de la otra sino que coinciden.

El caso en que uno de los poligonos estd contenido en la franja verti-
cal determinada por el otro se resuelve de forma matizadamente parecida.
Supodngase que es P el poligono contenido en la franja vertical de Q, y que
P se encuentra por debajo de . En ese caso (los restantes son andlogos)
las tangentes buscadas se apoyan ambas en las cadenas inferiores de P y ().
Ahora bien, P y () tienen que ser necesariamente separables por una recta
no vertical que puede hallarse mediante el algoritmo del Teorema 4.23. De-
ben considerarse entonces los semiplanos de pendiente mayor que la de la
recta separadora por un lado, y los de pendiente menor por el otro, y apli-
carles separadamente el algoritmo anterior, hallando asi las dos tangentes
buscadas (Figura 4.57).

Figura 4.57: Caso en que la franja vertical del poligono @) contiene
a la del poligono P.

Esto cierra la discusién de este algoritmo: en cualquier situacién, se trata
de, iterativamente, eliminar la mitad de los elementos del input en tiempo
lineal, hasta reducirlo a un problema de tamano pequeno cuya solucién se
obtiene en tiempo constante. O
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Cabe anadir que el algoritmo sélo requiere unas sencillas modificaciones
si se desea que sea de aplicacién para el caso en que P y @ son regiones
poligonales no acotadas. Sencillamente, se trata de manejar sin problemas
los casos en que alguno de los extremos izquierdo y/o derecho de P y/o Q
se encuentra en el infinito. Claro estd que, en tal caso, puede ocurrir que
alguna de las rectas tangentes obtenidas lo sea en sentido laxo, es decir, que
se trate de una recta que, pasando por un vértice de uno de los poligonos,
sea paralela a una de las semirrectas de la frontera del otro. Este mismo
comentario es aplicable al teorema siguiente.

Teorema 4.25 Las tangentes interiores comunes a dos poligonos convezxos,
definidos por interseccion de n y m semiplanos respectivamente, pueden cal-
cularse en tiempo ©(n +m).

Demostracion: Este problema es muy similar al anterior, de forma que tam-
bién su solucién es muy similar a la que se ofrece en el Teorema 4.24. Esen-
cialmente, el algoritmo es el mismo, pero con dos modificaciones sustanciales.
La primera es que las posiciones que permiten distinguir cudndo las dos tan-
gentes comunes interiores se apoyan en las mismas cadenas de los poligonos
dependen no ya de que la franja vertical de un poligono contenga a la del
otro, sino de su interseccién. La segunda es que, fijada una direccién, el algo-
ritmo de programacion lineal debe aplicarse a un poligono en un sentido y al
otro en el sentido opuesto, como se verd. Ademads, el criterio para desechar
semiplanos irrelevantes no es idéntico, aunque sigue los mismos principios.

Comenzamos, pues, observando que si las franjas verticales de los dos
poligonos se intersecan (no es necesario que se contengan) entonces las tan-
gentes interiores se apoyan ambas en la cadena superior de uno de los
poligonos y en la inferior del otro (Figura 4.58a), mientras que si las dos
franjas verticales son disjuntas las tangentes interiores se apoyan en cadenas
distintas de cada poligono (Figura 4.58b).

b)

)

Figura 4.58: Tangentes comunes interiores. a) Cuando las dos
franjas verticales se solapan. b) Cuando las dos franjas verticales
son disjuntas.

Explicaremos primero cémo funciona el algoritmo para el caso en que
las dos franjas son disjuntas. Llamaremos P al poligono cuya franja vertical
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queda a la izquierda, y @) al que queda a la derecha. La tangente interior
que se apoya en la cadena superior de P y en la inferior de () se obtiene del
modo siguiente:

1. Se consideran solamente los hiperplanos susceptibles de formar la cade-
na superior de P (semiplanos inferiores con pendientes comprendidas
entre las de los semiplanos incidentes en los vértices de abscisa extre-
ma de P) y los hiperplanos susceptibles de formar la cadena inferior
de @ (semiplanos superiores con pendientes comprendidas entre las de
los semiplanos incidentes en los vértices de abscisa extrema de Q).

2. Se calcula la pendiente mediana de todos ellos y se obtienen, por pro-
gramacién lineal, las rectas tangentes a P y a @), en esa direccion, tp
y to. Nos referimos a las rectas tangentes que dejan el poligono P por
debajo y el poligono @) por encima. Tres son entonces las posibilidades.

e Sitpy tg coinciden, el algoritmo ha hallado la tangente interior
buscada.

e Si tp queda por debajo de tg (Figura 4.59a), entonces todos los
semiplanos de P y (Q de pendientes comprendidas entre la minima
y la mediana son irrelevantes, y pueden ser eliminados. El punto
de tangencia de tp pasa a ser el extremo derecho de P, y el de tg
pasa a ser el extremo izquierdo de Q.

e Si tp queda por encima de tg (Figura 4.59b), entonces todos
los semiplanos de P y () de pendientes comprendidas entre la
mediana y la maxima son irrelevantes, y pueden ser eliminados.
El punto de tangencia de tp pasa a ser el extremo izquierdo de
P,y el de tg pasa a ser el extremo derecho de ().

‘;" eliminar
5 0
eliminar.__ t
T — Q t
P
%\ tQ
/ tp p
T eliminar
P

a b)

eliminar ;

Figura 4.59: Eliminacién de semiplanos. a) Cuando la tangente
tp queda por debajo de la tangente tg. b) Cuando la tangente ¢p
queda por encima de la tangente ¢q.

El algoritmo procede de forma andloga con los semiplanos restantes, y
acaba del mismo modo que en el Teorema 4.24.

En el caso en que las franjas de los dos poligonos se solapan, las cosas
son matizadamente distintas. Supongamos que la posicidn relativa de los
poligonos es tal que las dos tangentes comunes interiores se apoyan en la
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cadena superior de P y la inferior de (). Se trata entonces de hallar una recta
separadora de los dos poligonos (gracias al Teorema 4.23), de tal manera que
una de las tangentes interiores se halla considerando sdélo los semiplanos de
P y @ de pendiente mayor a la de la recta separadora y la otra se halla
considerando sélo los semiplanos de pendiente menor. Dentro de cada uno
de estos conjuntos de semiplanos, el algoritmo a aplicar es el mismo que
antes.

Esto finaliza la discusién de todos los casos posibles. En conclusién, las
tangentes interiores comunes a dos poligonos se encuentran en tiempo lineal.

0

Teorema 4.26 El par de puntos a distancia minima entre dos poligonos
convezos, definidos por interseccion de n y m semiplanos respectivamente,
puede calcularse en tiempo ©(n 4+ m).

Demostracion: Primero se comprueba, aplicando el Teorema 4.22, si los
poligonos son disjuntos o no. Si no lo son, la distancia entre ellos es igual a
cero.

Supongamos, pues, dos poligonos P y () disjuntos. Puesto que los puntos
de P y @ que se encuentran a distancia minima pertenecen a las cadenas de
las respectivas fronteras comprendidas entre sus tangentes comunes interio-
res (Figura 4.60), se aplica el Teorema 4.25 para el cémputo de éstas y no se

Figura 4.60: Distancia minima entre dos poligonos convexos.

consideran més que los semiplanos con direcciones comprendidas entre las
extremas de las cadenas. A continuacién se aplica un algoritmo que se basa
en la unimodalidad de la distancia entre dos cadenas convexas.

Se calcula la direccién mediana de los semiplanos supervivientes que de-
terminan el poligono P y se encuentra, por programacién lineal, el minimo de
P en la direccion ortogonal a ésta. Se procede andlogamente con el poligono
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Q. El segmento que une el punto obtenido en P y el punto obtenido en )
forma, con los lados de P y () incidentes en sus extremos, cuatro dngulos que
indican, segtin cudl de ellos sea menor que 7/2, hacia qué lado disminuye
la distancia entre los dos poligonos. Esto permite eliminar la mitad de los
semiplanos de P y la mitad de los de Q. En la Figura 4.61 se recogen las
cuatro situaciones bédsicas posibles (existen otras tantas simétricas de éstas).

a b) ) d)

Figura 4.61: Estudio de los casos posibles. a) Ha sido hallado el
par de puntos de P y @ a distancia minima. b) El punto de P
a distancia minima de @ estd hacia la derecha (y por lo tanto el
de @ no puede estar més a la izquierda). c) Los dos puntos estan
hacia la derecha. d) El punto de P estd hacia la derecha y el de @
hacia la izquierda.

Si la distancia minima entre los poligonos P y () se alcanza en un vértice
de cada uno, la finalizacién del algoritmo se produce cuando se encuentran
dichos vértices (Figura 4.62a). Si la distancia minima entre los poligonos

3) b) o)

Figura 4.62: Terminacién del algoritmo. a) Cuando la distancia
minima se alcanza en un vértice de P y un vértice de ). b) Cuando
la distancia minima se alcanza en un vértice de  y un punto
interior de un lado de P. c¢) Cuando la distancia minima se alcanza
en dos lados paralelos de Py Q.

P y @ se alcanza en un vértice de uno de ellos y un punto interior de uno
de los lados del otro, la finalizacién del algoritmo se produce al localizar el
vértice y el lado en cuestién (Figura 4.62b). El caso de lados paralelos a
distancia minima también se detecta ficilmente (Figura 4.62c). O

Teorema 4.27 El cdlculo de un par de puntos en que se alcanza la distancia
mdaxima entre dos poligonos convexos, definidos por interseccion de n y m
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semiplanos respectivamente, requiere ©((n 4+ m)log(n + m)) operaciones.

Demostracion: Por lo que se refiere a la cota inferior, la idea consiste en
reducir el problema del cdlculo de un par diametral de un poligono convexo,
definido por interseccién de semiplanos, al del cdlculo dos puntos a distancia
méxima entre dos poligonos definidos del mismo modo.

Dada una familia de n restricciones lineales que determinan un poligono
P, primero se encuentran, aplicando un algoritmo de programacion lineal,
el vértice [ de abscisa minima de P y el vértice r de abscisa mixima.

Considérense, por un lado, el poligono P, definido por todos los semi-
planos inferiores de P junto con el semiplano superior determinado por la
recta Ir y, por el otro, el poligono P~, definido por todos los semiplanos
superiores de P junto con el semiplano inferior determinado por la recta Ir
(Figura 4.63). El didmetro de un poligono convexo es la distancia maxima

Figura 4.63: Los poligonos PT y P~.

entre dos rectas de soporte paralelas, tal como se demuestra en [131], de
tal manera que el didmetro de P se alcanza en un par de puntos pertene-
cientes el uno a la cadena superior y el otro a la inferior (los extremos [
y 7 se toman como pertenecientes a ambas cadenas). Por consiguiente, la
distancia m4xima entre Pt y P~ determina el didmetro de P. Puesto que la
reduccién se lleva a cabo en tiempo lineal, la complejidad del problema del
célculo de un par de puntos en que se alcanza la distancia maxima entre dos
poligonos es como minimo la del problema del calculo de un par diametral,
es decir, Q((n 4+ m)log(n 4+ m)).

Por otra parte, la distancia maxima entre dos poligonos P y @, dados
como interseccién de n y m semiplanos respectivamente, puede calcularse
en tiempo O((n + m)log(n 4+ m)), tal como se explica a continuacién. En
primer lugar, nétese que la distancia maxima entre P y ) no puede mas que
alcanzarse en dos vértices p € Py q € @ (Figura 4.64), y nunca en puntos
interiores de los lados de los poligonos. Es mas, si se trazan las tangentes
comunes interiores a los dos poligonos y se consideran las cadenas de P y
(@ no mutuamente visibles, P’ y @', se comprueba que la distancia maxima
entre P y (Q se alcanza en vértices p € P' y q € ', puesto que cualquier
recta entre un vértice de P y otro de (, al menos uno de los cuales no
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pertenezca a dichas cadenas, corta al poligono correspondiente en un nuevo
punto que determina una distancia mayor. Los vértices p y ¢ en que se

Figura 4.64: La distancia maxima entre P y () se alcanza entre
vértices de las cadenas no mutuamente visibles, P’ y @’.

alcanza la distancia maxima entre P y (), ademds, son tales que es posible
trazar dos rectas paralelas, una por p y otra por ¢, que sean respectivamente
rectas de soporte de P y de (. En consecuencia, un algoritmo posible para
la localizacién de dichos vértices es el siguiente:

1. A partir de los semiplanos que definen cada poligono, constriyase la
lista ordenada de sus vértices.

2. Tracense las tangentes comunes interiores a los dos poligonos.

3. Apliquese la técnica de los calibres (rotating calipers) [125], habitual-
mente utilizada para detectar todos los pares antipodales de un po-
ligono convexo, a este caso, para obtener todos los pares de puntos
p € P'y g € Q por los cuales pasa un par de rectas paralelas tales
que la que pasa por p es una recta de soporte de P, mientras que la
que pasa por ¢ lo es de Q.

4. Comparense las distancias d(p, ¢) determinadas por todos los pares de
candidatos para detectar el par que determina la distancia médxima.

El algoritmo anterior resuelve el problema en tiempo O((n+m) log(n+m)),
que es el coste del paso 1, puesto que los restantes pasos no requieren mas
que O(n + m) operaciones. O

4.3 Conclusiones y problemas abiertos

En el presente capitulo hemos pretendido mostrar la potencia de la técnica
de poda y busqueda con un oraculo basado, la mayor parte de las veces, en
la resolucién de un problema de programacién lineal y/o el cdlculo de me-
dianas. La seccién 4.1 recoge algunos problemas minimax (y uno maximin)
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de localizacién en dos y tres dimensiones con restricciones, que se pueden re-
solver con dicha técnica, mientras que la seccién 4.2 recoge resultados sobre
problemas geométricos de optimizacién relacionados con poligonos definidos
por interseccién de semiplanos, algunos de los cuales se resuelven mediante
el susodicho esquema algoritmico, mientras otros demuestran tener comple-
jidad superior.

La cantidad y variedad de resultados obtenidos (junto con algunos otros
sobre visibilidad, que se recogen en el Capitulo 5, y hasta algunos de los ya
estudiados en el Capitulo 2) hablan por si solos de la eficiencia y versatili-
dad del esquema algoritmico usado. Por otra parte, es de subrayar que los
resultados mismos de este capitulo son de interés, y no sélo por la técnica
usada en su resolucién, sino por su propia enunciacién.

En primer lugar, los problemas de localizacién con restricciones habian
sido sorprendentemente olvidados hasta el momento por la comunidad cienti-
fica, que habia centrado sus esfuerzos en la resolucion de diferentes versiones
del problema sin restringir. Y sin embargo, la introduccion de restricciones
no es una arbitrariedad ideada para mayor entretenimiento del investiga-
dor, sino una forma ma&s cercana a la realidad de plantear el problema. A
la hora de la verdad, los problemas de ubicacién de servicios de urgencia,
centros de distribucion, etc. tienen ciertos condicionantes, relacionados con
la urbanizacién del territorio, que suelen poderse plantear en términos de
restricciones lineales, tal como en el Teorema, 4.4.

En esta linea de progresivo acercamiento de los modelos tedricos a la
realidad, las investigaciones iniciadas en la Secciéon 4.1 podrian continuar
combinando, por un lado, las técnicas aqui presentadas para la resolucién
del problema del menor circulo contenedor de una nube de puntos con res-
tricciones y, por otro, las técnicas conocidas para la resolucién del problema
con pesos pero sin restricciones, en un intento de obtener una respuesta efi-
ciente a un problema més realista y, por tanto, mas complicado. También
tendria interés, y no parece insensato, obtener resultados para el cémputo
de la menor bola contenedora de una nube de puntos del espacio con res-
tricciones semejantes a las aqui presentadas en el plano y, particularmente,
con restricciones lineales para la ubicacién del centro de la bola.

Por lo que se refiere a los problemas con poligonos dados por interseccion
de semiespacios, recogidos en la Seccién 4.2, cabe resaltar que no se conocen
resultados previos que se asemejen. El hecho, una vez mas, es sorprendente,
porque la naturalidad y la frecuencia con que las regiones del plano son
definidas en términos de restricciones lineales, en diversos problemas de
optimizacion, induciria a pensar que este tipo de problemas deberia haber
sido resuelto tiempo ha.

Obsérvese que, en este dmbito, no todos los resultados obtenidos han
sido positivos: se ha podido demostrar que los problemas de calcular un
par diametral y el menor circulo contenedor de un poligono, asi como el de
calcular un par a distancia méxima entre dos de ellos, tienen complejidad
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equivalente a la de reconstruir los poligonos a partir de los semiplanos, para
luego aplicarles los algoritmos tradicionales. Sin embargo, es gratificante ver
cuantos problemas de este tipo han podido ser resueltos en tiempo 6ptimo.
Los resultados obtenidos son claramente esperanzadores en lo que se refiere
a una posible generalizacién a tres dimensiones.

Resulta evidente que los problemas abiertos mas llamativos en este 4m-
bito son los que se refieren a la extension de los resultados obtenidos a
poliedros y regiones poliédricas no acotadas, definidos por interseccién de
semiespacios. Como suele ser habitual, la solucién de tales problemas pre-
sentard complicaciones ulteriores: no hay mdas que pensar, por ejemplo, en
la complejidad de las rectas de soporte punto—poligono, frente a la de la
“pirdmide” de soporte punto—poliedro, por poner como ejemplo uno de los
primeros problemas de la Tabla 4.2. Sin embargo, el hecho de que el algo-
ritmo de Megiddo [88] sea de aplicacién en dimensiones superiores permite
esperar que algunas de las técnicas usadas en la Seccién 4.2 también lo sean.
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Capitulo 5

Optimizacion del angulo de
apertura y de vision entre
obstaculos

Tradicionalmente, en los problemas de galerias de arte, o de visibilidad en
general, se daba por hecho que los guardias, cAmaras u otro tipo de puntos
de vista eran capaces de mirar en todas direcciones. Dicho de otro modo,
que su dngulo de apertura era de 360°. Este planteamiento ideal ha ido
dando paso a la investigacién de modelos mas realistas de visibilidad, en
los cuales el campo de visién estd acotado por algin valor positivo y menor
que 360°. Sin dnimo de exhaustividad, puede decirse, por ejemplo, que
[8, 22] son muestras representativas de las direcciones de trabajo en este
campo. En el primero de estos articulos, Avis et al. plantean el problema
en términos de visibilidad, y presentan algoritmos éptimos para hallar todos
los puntos de un conjunto dado que son capaces de ver libremente, segin un
determinado dngulo de apertura, a través de los obstaculos representados
por los restantes puntos. En el segundo, que plantea el tema en términos de
iluminacién, Bose et al. resuelven el problema de situar n focos con dngulos
de apertura especificados en n puntos del plano dados, de manera que el
plano entero quede iluminado.

Los problemas que se resuelven en este capitulo estdn directamente re-
lacionados con los problemas planteados por Bose et al. y Hurtado en
[23, 65, 66], en los que lo que se pretende no es ya iluminar/visualizar objetos
mediante focos/cdmaras con dngulo de apertura fijo o acotado, sino maxi-
mizar el dngulo de visién (por ejemplo, a través de obstaculos) situando
adecuadamente el punto de vista.

En el punto 5.1 se recogen algunas definiciones basicas y los resultados
conocidos mas importantes, especialmente aquellos que guardan relaciéon
directa con los problemas que se estudian en las secciones siguientes. No se
presentan sus demostraciones, que pueden hallarse en las referencias dichas
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[23, 65, 66].

En el punto 5.2 se estudian problemas de visiéon de poligonos a través de
obstaculos en el plano desde distintas trayectorias, en el caso en que tanto
los objetos a visualizar como los obtdculos vienen dados por interseccion
de semiplanos. Los puntos de vista podran estar situados sobre rectas o
segmentos, o también satisfacer determinadas restricciones lineales. KEsta
seccién puede considerarse como una continuacién natural del Capitulo 4,
en el que se estudia con detalle la técnica de poda y bisqueda con oraculo
basado en el célculo de medianas y la resolucién de problemas de programa-
cién lineal. Si en el mencionado capitulo se recogen los resultados relativos
a problemas de localizacion de servicios primero, y problemas geométricos
generales después, aqui se recogen resultados estrictamente de visibilidad y,
mas particularmente, de optimizacién del dngulo de visién.

En el punto 5.3 se estudian problemas andlogos a los citados de [23, 65,
66], pero ahora referidos a la visién simultdnea de diversos objetos. Se trata,
pues, no ya de ver un unico objeto a través ciertos obsticulos desde una
trayectoria dada, sino de ver diversos objetos a la vez, y de la mejor forma
posible. Para definir este tltimo concepto, se ha optado por considerar que
la magnitud a optimizar es el menor de los dngulos con que se ve cada uno
de los objetos. El criterio es, por tanto, el de ver tan bien como se pueda el
objeto que se ve peor.

Finalmente, el punto 5.4 recoge algunos resultados de lo que puede
considerarse como una generalizacién tridimensional de los problemas de
[23, 65, 66]. De hecho, en [98] pueden encontrarse unos primeros resultados
de Omana en tres dimensiones. Sin embargo, alli se consideran angulos de
visién que podriamos considerar de dimensién 2%, en el sentido de que, a
pesar de que tanto los puntos de vista como los objetos a visualizar estdn
situados en el espacio tridimensional, estos ltimos siempre son segmentos,
de forma que el dngulo de vision considerado es siempre plano. Nosotros
estudiaremos también objetos de visién tridimensionales, de manera que la
magnitud a considerar sera el angulo sélido con que el punto de vista abarca
un tal objeto.

5.1 Antecedentes

Tal como ya se ha dicho, la mayoria de los antecedentes de los problemas
que nos plantearemos pueden encontrarse en [23, 65, 66]. Aqui se presenta
una seleccién de las definiciones y resultados que alli se encuentran, pero sin
sus demostraciones, y con la notaciéon que se ha adoptado en su aplicacién
en las secciones siguientes.

En términos generales, los problemas que nos interesan son de decisién:

Problema 5.1 Sean P,Qq,...,Qk objetos geométricos disjuntos en el pla-
no, y T un conjunto de puntos (en general, algin tipo de curva). ;Es posible
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ver el objeto P desde algun punto de la trayectoria T sin que se produzca
oclusion por alguno de los obstdculos Q1,...Q?

O bien de optimizacion:

Problema 5.2 Sean P,Q1,...,Qr objetos geométricos disjuntos en el pla-
no, y T un conjunto de puntos (en general, algin tipo de curva). 5Qué
punto(s) de la trayectoria T permite(n) ver el objeto P con dngulo de aper-
tura mdzximo, sin que se produzca oclusion por alguno de los obstdculos

Q1. Qr?

Para empezar, es necesario precisar los conceptos que aparecen el los
anteriores enunciados. Cuando nos refiramos a la envolvente convexa de un
conjunto X, escribiremos conv(X).

Definicién 5.3 Sean P,Q1,...,Qk objetos geométricos disjuntos en el pla-
no, y T un conjunto de puntos. Se dice que P es visible desde un punto
v €T siv & conv(P) y ningin punto de T'U Q1 U ... U Qy pertenece al
interior de conv(P U {v}) \ conv(P) (Figura 5.1).
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Figura 5.1: El objeto P es visible desde el punto v.

Intuitivamente, v ve P libre de obsticulos si ninguna linea de vision de
v a P es interceptada por un obsticulo @); o por el mismo 7. Ocupémonos,
ahora, supuesto que v ve P, del angulo con que lo ve.

Definiciéon 5.4 Un punto v ve un objeto P segin un dngulo « si las dos
semirrectas con origen en v tangentes a P forman un dngulo de medida «
(Figura 5.2).

Con estas definiciones en la mano, podemos ya ocuparnos tanto de pro-
blemas de decisién como de problemas de optimizacién. Los primeros re-
sultados se refieren a la visién de un segmento, no sélo por el interés que la
cuestion tiene por si misma, sino también porque la visién de segmentos estd
en la base de la visién de cualquier otro objeto en el plano. Para mostrar
hasta qué punto esto es asi, supéngase que desde cierto punto v se mira un
poligono general P. Si llamamos p; y pg a los (primeros) puntos de contacto
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Figura 5.2: El dngulo « con que v ve a P.

con P de las semirrectas con origen en v tangentes a P, esta claro que en un

mundo plano el poligono P es visto desde v como el segmento p;pg (véase la
Figura 5.3).

Figura 5.3: El poligono P es visto desde v como un segmento.

Lema 5.5 El lugar geométrico de los puntos de cada uno de los semiplanos
definidos por un segmento qr desde el cual se ve el segmento segun un dngulo
de medida fijada, «, es un arco de circulo de extremos q y r (el arco capaz
del segmento qr con medida o). Todos los puntos interiores al circulo ven
el segmento qr segun un dngulo mayor que «, mientras que los exteriores lo
ven con dngulo menor que o (Figura 5.4).

Figura 5.4: El arco capaz del segmento gr con medida a.

Lema 5.6 Secat una recta, segmento o semirrecta cualquiera, yt' la porcion
de t contenida en uno de los dos semiplanos definidos por el segmento qr.
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La medida del dngulo con que se ve qr desde t es una funciéon maz-unimodal
sobre t'.

Teorema 5.7 Sit es una recta o un segmento que no corta al segmento qr,
el valor del dngulo mdzimo con que se ve qr desde t, junto con el punto (o
puntos) en que dicho valor se alcanza, puede obtenerse en tiempo O(1).

Teorema 5.8 Si T es una poligonal o un poligono general de n lados que
no corta al segmento qr, valor del dngulo mdzimo con que se ve qr desde T,
Junto con el punto (o puntos) en que dicho valor se alcanza, puede obtenerse
en tiempo O(n).

Lema 5.9 Sea T un poligono convezo totalmente contenido en uno de los
dos semiplanos definidos por el segmento qr, y T' la cadena de visibilidad
del segmento qr desde T'. La medida del dngulo con que se ve qr desde T es
una funcion maz-unimodal sobre T'.

Teorema 5.10 Si T es un poligono convero de n lados cuyo interior no
corta al segmento qr, el valor del angulo mdzimo con que se ve qr desde T,
Junto con el punto (o puntos) en que dicho valor se alcanza, se puede hallar
en tiempo O(logn).

Con estos resultados sobre visibilidad de un segmento, se puede abordar
la cuestion de la visibilidad de un objeto cualquiera. Obsérvese que, puesto
que el dngulo de visién es convexo, mirar un objeto geométrico P es equi-
valente a mirar su envolvente convexa, conv(P). Ahora bien, en el caso en
que P es una poligonal o un poligono general, y si el punto de vista es libre
de moverse en el plano, estd claro que situandolo en el interior de uno de
los lados de conv(P), éste se verd segiin un dngulo maximo, igual a 7. Sélo
tiene interés, por tanto, plantearse el problema cuando el punto de vista estd
obligado a permanecer dentro de cierta trayectoria.

Teorema 5.11 Sea P un poligono o poligonal simple de n lados, y t una
recta o un segmento que no corte a conv(P). El valor del dngulo mdzimo
con que es posible ver P desde t, junto con los puntos en que dicho valor se
alcanza, se puede hallar en tiempo ©(n).

Noétese que, en este caso, el dngulo con que se ve P desde la recta ¢
no es una funcién unimodal. Al contrario, la optimalidad de la cota lineal
se demuestra construyendo un n-gono convexo P que es visto con angulo
maximo desde n puntos distintos de determinada recta.

Teorema 5.12 Sea P un poligono o poligonal simple de m lados, y T un
poligono convexo de n lados. El valor del dngulo mdzimo con que es posible
ver P desde T, junto con los puntos en que dicho valor se alcanza, se puede
hallar en tiempo O(min(nlogm,n 4+ m,n + nlog™)).
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Hasta aqui nos hemos referido a la visién libre de los objetos. Conviene
ahora hacer mencién de algunos resultados sobre el &ngulo de visién a través
de obstaculos.

Definicion 5.13 Dado un punto de vista v y dos poligonos disjuntos, Q) y
R, tales que v &€ conv(QUR), se dice que v puede ver a través del hueco entre
Q y R si es posible trazar una recta por el punto v que separe los poligonos

Q y R (Figura 5.5).

Figura 5.5: El punto v ve a través del hueco entre los obstéculos
Qv R.

Definicion 5.14 El dngulo con que un punto v ve a través del hueco entre
dos obstdculos poligonales QQ y R se define como el dngulo que forman las
dos semirrectas de soporte con origen en v, la una tangente a Q y la otra a
R, que separan Q de R (Figura 5.6).

Figura 5.6: El dngulo a con que el punto v ve a través del hueco
entre los obstaculos @ y R.

Puesto que, una vez mds, la visién a través de obstaculos poligonales

se reduce a la visién a través del hueco entre sus envolventes convexas, nos
limitaremos a considerar obsticulos convexos.
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Lema 5.15 S5i Q y R son dos poligonos convexos y t es una recta, segmento
o semirrecta que los deja a ambos de un mismo lado, la vision angular desde
t a través del hueco entre Q@ y R es una funcion maz-unimodal en cada
componente conezxa de su dominio de definicion.

Teorema 5.16 Sean QQ y R dos poligonos convezxos con n lados en total, y
t una recta, segmento o semirrecta que no corta al interior de conv(QQ UR).
El dngulo mdzimo con que es posible ver a través del hueco entre QQ y R
desde t, junto con el(los) punto(s) en que dicho valor se alcanza, se puede
hallar en tiempo O(log®n).

Lema 5.17 Si Q, R y T son tres poligonos convezos tales que T Nconv(QU
R) =10, y T" es una cadena conexa de T capaz de ver a través del hueco
entre Q y R, la vision angular desde T' a través del hueco entre Q y R es
una funcion maz-unimodal.

Teorema 5.18 Sean @Q y R dos poligonos convexos con n lados en total,
y T un poligono convexo de m lados, tales que conv(Q U R) se encuentra
en el exterior de T. El dngulo mdzimo con que es posible ver a través del
hueco entre Q y R desde T, junto con el(los) punto(s) en que dicho valor se
alcanza, se puede hallar en tiempo O((logm + logn)logn).

5.2 Problemas planos de optimizacién del angulo
de vision con restricciones lineales

En esta seccion se estudian algunos problemas planos de optimizacién del
angulo de visién de y desde objetos poligonales, con o sin obsticulos, en
la linea de los trabajos resumidos en la seccién anterior. La peculiaridad
consiste en que en este caso estudiamos situaciones en las que, ya sea el
objeto a visualizar, ya sean los obstaculos que impiden la visién, los poligonos
involucrados estan definidos por interseccion de semiplanos, al mismo tiempo
que el punto de vista esta obligado a satisfacer un conjunto de restricciones
lineales. Se pretende obtener, para estos casos, resultados andlogos a los del
punto 5.1.

En el punto 5.2.1 se empieza presentando algunos resultados sobre pro-
blemas de decision para el caso en que los poligonos vienen dados por inter-
seccién de semiplanos: jes posible ver el poligono P desde el punto de vista
v de forma completa? ;obstruye el poligono @) parcial o totalmente la visién
de P desde v? jcon qué dngulo de visién ve el punto v a través del hueco
entre los poligonos @ y R? etc.

A continuacion, ya en el punto 5.2.2, se resuelven problemas de optimi-
zacion del dngulo de visién: ;jdesde qué punto de la recta ¢ es posible mirar
a través del hueco entre los poligonos @@ y R con dngulo de visién maximo?
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idesde qué punto del poligono T es posible ver el segmento gr con angulo
de visién maximo? etc.

Como es de imaginar, la técnica de poda y bisqueda con oriculo ba-
sado en el cilculo de medianas y la programacién lineal, estudiada en el
Capitulo 4, serd de aplicacién también aqui. No se hard més hincapié en el
hecho comiin de que, en todos los casos, se trata de algoritmos que, a través
de un ordculo lineal, son capaces de eliminar una fraccién fija de los elemen-
tos de la entrada del algoritmo, resolviendo asi el problema complexivamente
en tiempo lineal.

5.2.1 Problemas de decisién

El problema bésico a plantear es el de la obstruccién de un poligono por otro.
Si dos poligonos son disjuntos, es posible, fijado un punto de vista v exterior
a ambos, que uno de ellos ocluya la visién del otro, total o parcialmente,
o bien que ambos sean totalmente visibles. Que se dé una u otra situacién
depende de la posicion relativa de las rectas que, pasando por v, soportan
ambos poligonos. El problema de las rectas de soporte ha sido resuelto, para
el caso en que los poligonos estdn definidos por interseccién de semiplanos,
en la seccién 4.2.1.

Definicion 5.19 Sean P y Q dos poligonos convexos y disjuntos en el plano.
Se dice que P es visible desde un punto v ¢ P UQ si v & conv(P) y ningin
punto de Q pertenece al interior de conv(P U {v}) \ conv(P).

Teorema 5.20 Dado un punto de vista v y dos poligonos convexos disjun-
tos, P y Q, definidos por interseccion de n y m semiplanos respectivamente,
y tales que v &€ P U Q, se puede decidir si v ve a P de forma completa o si
Q obstruye parcial o totalmente la vision de P en tiempo O(n + m).

Demostracion: El hecho de que P y @Q sean disjuntos se requiere simplemente
para que el problema tenga sentido y, en todo caso, puede comprobarse en
tiempo O(n + m), aplicando el Teorema 4.22. El hecho de que v no pueda
pertenecer a ninguno de los dos poligonos se justifica por estar considerando
a éstos como opacos, como obstaculos a la vision. En todo caso, también
éste es un hecho que puede comprobarse en tiempo O(n + m), aplicando el
Teorema 4.11.

Consideremos, pues, P y @ disjuntos, y v € P U Q. Trécense entonces
desde v las semirrectas de soporte a Py a (). Llamaremos ip (respectiva-
mente, ig) a la tangente izquierda a P (resp. (), esto es, la que deja al
poligono P (resp. Q) a su derecha, y dp (resp. dg) a la que lo deja a su
izquierda.

El orden circular en que aparecen las semirrectas ip, dp, iQ y dg permite
distinguir cuatro casos:
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1. dp <ip < dg <ig (Figura 5.7). En este caso, P es totalmente visible.
Lo mismo ocurre si la ordenacién se produce en sentido inverso, es
decir, si dg < ig < dp < ip.

Figura 5.7: Si dp < ip < dg < ig, entonces P es totalmente
visible.

2. dp < dg < ip < ig (Figura 5.8). Dos son entonces las posibilidades: o
bien @ esta por delante de P, en cuyo caso () oculta a P parcialmente,
o bien () estad por detrds de P, caso en el cual P es totalmente visible.
La deteccién de los dos casos puede llevarse a cabo intersecando la
semirrecta ¢p con el poligono (), y comparando los puntos hallados
con el punto de tangencia con P. El caso en que la ordenacién es
dg < dp < ig < ip es andlogo.

a) b)

Figura 5.8: Sidp < dg < ip < iq, entonces a) P es parcialmente
visible o bien b) P es totalmente visible, segiin que @) quede por
delante o por detrds de P.

3. dp < dg < ig < ip (Figura 5.9). En el caso en que @ queda por
delante de P, la visién de P queda parcialmente obstruida, de forma
que la imagen de P desde v queda descompuesta en dos componentes
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conexas. En cambio, cuando @) queda por detrds de P, la visién de P
es completa.

a) b)

Figura 5.9: Si dp < dg < ig < ip, entonces a) P estd parcial-
mente oculto o bien b) P es totalmente visible, segin que @) quede
por delante o por detras de P.

4. dg < dp < ip < ig (Figura 5.10). También aqui hay que distinguir
entre el caso en que () queda por delante de P, ocultdndolo totalmente,
y el caso en que queda por detras, y la visiéon de P es completa.

iQA

e

Figura 5.10: Sidg < dp < ip <ig, entonces a) P estd totalmente
oculto o bien b) P es totalmente visible, segin que ) quede por
delante o por detras de P.

Obsérvese que, una vez calculadas las tangentes ip, dp, ig y dg, el primer
caso se resuelve en tiempo constante, mientras que los otros tres requieren
intersecar una de las rectas tangentes con uno de los dos poligonos. Esto
iltimo puede hacese en tiempo lineal, asi como lineal es el costo de calcular
las cuatro rectas de soporte (Teoremas 4.12 y 4.14), de modo que el costo
total del problema de decisién es O(n + m).

Otra forma de resolver este problema, quizds mas ilustrativa de lo que
mas adelante se llevard a cabo, consiste en trazar las tangentes interiores
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comunes a P y ). Considérese una de dichas tangentes. Todo punto de
vista v que se sitie en el semiplano definido por la tangente que contiene
al poligono P es capaz de ver P de forma completa. Lo mismo ocurre con
la otra tangente. Finalmente, todo punto de vista situado en la regién del
plano entre P y @), delimitada por la cadena visible de @) y las dos tangentes
interiores es capaz también de ver completamente el poligono P. En cambio,
desde la regién delimitada por las dos tangentes y la cadena oculta de @) no
puede verse P de forma completa. La situacién se ilustra en la Figura 5.11.
Por consiguiente, he aqui otro algoritmo de complejidad O(n+m) (el calculo

Figura 5.11: Desde la regién sombreada no puede verse P de
forma completa.

de las tangentes interiores comunes a P y @, segin el Teorema 4.25, tiene
coste lineal) para determinar si un punto es capaz de ver un poligono sin
que el otro le obstruya la visién. O

Veamos ahora con mds detalle cémo debe procederse en el caso en que
lo que se desea, dados dos poligonos, no es ya decidir si es posible ver uno
de ellos sin que se presente ningtin problema de oclusién por parte del otro,
sino ver a través del “hueco” que se produce entre los dos, supuesto que sean
disjuntos.

Definiciéon 5.21 Dado un punto v y dos poligonos disjuntos, Q@ y R, tales
que v & conv(Q U R), se dice que v puede ver a través del hueco entre Q y R
st es posible trazar una recta por el punto v que separe los poligonos @ y R.

Esté claro que una tal recta existe si, y sélo si, v pertenece a dos de los
cuatro cuadrantes en que las tangentes interiores comunes de @) y R des-
componen el plano, concretamente, a cualquiera de los dos que no contienen
ni a @ ni a R. Llamaremos VT'(Q, R) a la regién desde la cual es posible
ver a través de Q y R. En la Figura 5.12, puede verse la regiéon VT'(Q, R)
sombreada.

Teorema 5.22 Dado un punto de vista v y dos poligonos convexos disjun-
tos, Q y R, definidos por interseccion de m semiplanos en total, y tales que
v & conv(Q U R), es posible decidir si v ve a través del hueco entre Q y R
en tiempo ©(m).
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Figura 5.12: La regién de visibilidad a través del hueco entre los
obstéaculos poligonales @ y R.

Demostracion: No hay més que aplicar el Teorema 4.25 para calcular las tan-
gentes interiores comunes a Q y R, para luego decidir en cudl de los cuatro
cuadrantes obtenidos se encuentra el punto v. Previamente, si fuera nece-
sario, podria comprobarse que v ¢ conv(Q U R) aplicando el Teorema 4.24
para el cdlculo de las tangentes exteriores comunes. Nétese que la ulterior
aparicién de nuevos puntos de vista, respecto de los cuales se quisiera volver
a resolver el problema, requeriria sélo costo O(1) por punto. O

Estudiamos a continuacién un problema que puede considerarse como
una combinacién de los dos anteriores. Se trata de ver cierto poligono P a
través del hueco entre otros dos, Q y R (Figura 5.13).

A
i

°
Vv

Figura 5.13: El punto v ve al poligono P a través del hueco entre
Qvy R.

Definicién 5.23 Se dice que el punto de vista v es capaz de ver al poligono
P a través del hueco entre los poligonos Q y R si v € VT(Q,R), P C
VT(Q,R), vy P no pertenecen al mismo cuadrante de VT (Q, R) y el dngulo
formado por las rectas de soporte de v a P separa los poligonos Q y R.

Una vez més, empezamos resolviendo el problema de decidir si un punto
v dado es capaz o no de ver a determinado poligono P a través del hueco
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entre dos obstaculos poligonales, @) y R, cuando tanto P como @) y R estin
definidos por interseccion de semiplanos.

Teorema 5.24 Dados un punto de vista v, un poligono P definido por in-
terseccion de n semiplanos, y dos obtdculos poligonales Q y R, definidos por
interseccion de m semiplanos en total, es posible decidir si v ve a P a través
del hueco entre Q y R en tiempo ©(n + m).

Demostracion: Para empezar, se decide si v es capaz de ver a través del hueco
entre (Q y R en tiempo O(m), segin el teorema anterior, comprobando si
pertenece o no a VT'(Q,R). A continuacién, se puede comprobar si P C
VT(Q, R) cortando las tangentes interiores comunes a Q y R con el poligono
P en O(n), puesto que dichas rectas ya han sido construidas en el paso
anterior. Finalmente, se trazan las semirrectas de soporte a P desde v, asi

S
Wi
w o
i
i
[ ]
\

Figura 5.14: El punto v ve al poligono P a través del hueco entre
Q y R si el orden de las tangentes es i < dp < ip < dg.

como la recta de soporte a () desde v que separa a @) de R, y la recta de
soporte a R desde v que separa a R de @ (en la Figura 5.14, se trata de ip,
dp, dg e iR, puesto que ) queda a la izquierda de R, visto desde v). El
orden circular en que aparecen estas cuatro semirrectas determina si P es
visible o no: lo es si ¢p aparece inmediatamente a continuacién de dp, y no
lo es en caso contrario. Este tiltimo paso se lleva a cabo en tiempo O(n+m),
puesto que deben calcularse las rectas de soporte a P, Q y R desde v.
Dicho de otro modo, la regién del plano desde la cual se ve el poligono
P a través del hueco entre @@ y R es la interseccién de VT'(Q, R) con dos
semiplanos mas: uno estd determinado por la tangente interior comin a
P y @ que deja R del mismo lado que P, y el otro estd determinado por
la tangente interior comin a P y R que deja @@ del mismo lado que P
(Figura 5.15). Una vez calculada esta region, la decisién de si un punto
dado puede ver o no al poligono P a través del hueco entre () y R puede
tomarse en tiempo O(1). O
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Figura 5.15: Desde la regién sombreada se ve el poligono P a
través del hueco entre ) y R.

Para ir caminando hacia nuestro objetivo, que es el de mirar a (y a
través de) objetos poligonales desde regiones poligonales, conviene dar un
paso adelante y situar el punto de vista de forma que pueda moverse a lo
largo de toda una recta. Si la recta, sin cortar a los dos obstéculos Q) y R,
pasa entre ellos, no tiene mucho sentido preguntarse qué puntos de la recta
ven a través del hueco: todos lo hacen. Por consiguiente, nos limitaremos
a estudiar el caso en que la recta no corta a la envolvente convexa de la
reunion de los dos obstédculos.

Teorema 5.25 Dadas una recta, semirrecta o segmento t y dos poligonos
Q y R, definidos por interseccion de m semiplanos en total, tales que t N
conv(Q U R) = 0, en tiempo O(m) se puede hallar la porcion de t desde la
cual es posible ver a través del hueco entre QQ y R.

Demostracion: No hay més que trazar las tangentes interiores comunes a ()
y R y cortarlas con ¢, para hallar asi la intersecciéon VT'(Q, R) N t. (|

Nétese que dicha intersecciéon puede ser un segmento, una semirrecta o la
reunién de dos semirrectas disjuntas. Nosotros nos referiremos, en adelante,
al caso en que la interseccién es conexa, puesto que en caso contrario no hay
mas que duplicar los procesos.

Teorema 5.26 Dados una recta, semirrecta o segmento t, un poligono P,
definido por interseccion de n semiplanos, y dos obstdculos poligonales @) y
R, definidos por interseccion de m semiplanos en total, tales que tNconv(QU
R) = 0, se puede determinar la porcidn de t desde la cual es posible ver el
poligono P a través del hueco entre Q y R en tiempo ©(n + m).
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Demostracion: En primer lugar, conviene detectar si el poligono P es visible
a través de Q y R, es decir, si P C VT(Q, R). Supuesto que lo sea, se trazan
la tangente interior comin a P y @ que deja R del mismo lado que P, y
la tangente interior comtin a P y R que deja @ del mismo lado que P. Al
cortarlas con la recta t, se obtiene la porcién de ¢ (posiblemente vacia) desde
la cual es posible ver P a través de Q y R (Figura 5.16). O

4

Figura 5.16: La porcién de la recta t desde la cual se ve el poligono
P a través del hueco entre (Q y R puede ser o no vacia.

Teorema 5.27 Dados un poligono P, definido por interseccion de n semi-
planos, y dos obstdculos poligonales () y R, definidos por interseccion de m
semiplanos en total, se puede determinar si P es visible a través del hueco
entre Q y R desde un punto de vista que satisfaga 1 restricciones lineales
dadas en tiempo O(n +m +1).

Demostracion: No hay mas que anadir las tres restricciones que definen la
regién sombreada de la Figura 5.15 a las [ restricciones dadas en el problema
y comprobar si el conjunto resultante es satisfacible. El costo de calcular
las tres restricciones es O(n + m), segln se ha visto en el Teorema 5.24, y
el de detectar si la interseccién de [ + 3 semiplanos es vacia es O(l), segin
el Teorema 4.13. U

5.2.2 Optimizacion del angulo de visién

Pasamos ahora, una vez resueltos los problemas en que se trataba de decidir
sobre la visibilidad de un objeto a través de ciertos obstaculos, a estudiar la
cuestién de la optimizacién del dngulo de visién (en aquellos casos en que la
visién es posible). Empezaremos recordando las definiciones pertinentes.

Definicion 5.28 FEl dngulo con que un poligono P es visto desde un punto
v se define como el dngulo que forman las dos semirrectas de soporte del
poligono, con origen en el punto de vista.
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Figura 5.17: El d4ngulo « con que se ve P desde un punto v.

Dicho 4dngulo de apertura (Figura 5.17) es una medida del tamano apa-
rente del objeto P, visto desde v. Por consiguiente, resulta de interés situar
el punto de vista de tal manera que el dngulo de visién sea maximo.

Definicién 5.29 El dngulo con que un punto v € conv(Q U R) ve a través
del hueco entre dos obstdculos poligonales, @ y R, se define como el dngulo
que forman las dos semirrectas de soporte con origen en v, la una tangente
a Q yla otra a R, que separan @@ de R.

Figura 5.18: El dngulo a con que se ve a través del hueco entre
@ y R desde un punto v.

También en este caso (Figura 5.18), el objetivo de maximizacién el 4ngulo
de visién tiene un sentido claro: dados dos obstaculos, cuanto mayor es el
dngulo de visién entre ellos, mayor es el campo barrido por el punto de
vista, es decir, la regién del plano vigilada por el guardia, fotografiada por
la camara o iluminada por el foco.

Teorema 5.30 Dado un punto de vista v, exterior a un poligono P, definido
por interseccion de n semiplanos, es posible determinar el dngulo con que v
ve a P en tiempo O(n).

Demostracion: No hay mas que trazar las semirrectas de soporte de P con
origen en v (Teorema 4.14). O

Teorema 5.31 Dado un punto de vista v y dos poligonos Q y R, definidos
por interseccion de m semiplanos en total, es posible determinar con qué
dngulo ve v a través del hueco entre Q y R en tiempo O(m).
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Demostracion: Si v no es capaz de ver a través de @Q y R (Teorema 5.22),
el angulo es 0. En caso contrario, no hay mas que trazar las semirrectas de
soporte de () y R con origen en v y determinar el dngulo que forman. [

Estéa claro que si el punto de vista v es libre de situarse en cualquier lugar
del plano, el dngulo de visién de un poligono convexo P se maximiza cuando
v se sitia en el interior de un lado de P, alcanzando el valor 7. Lo mismo
ocurre cuando se pretende mirar a través del hueco entre dos obstaculos, ()
y R, con dngulo maximo. Estudiemos, pues, cémo optimizar dicho dngulo
cuando el punto de vista estd restringido a situarse sobre una trayectoria
rectilinea.

Teorema 5.32 Dada una recta s y dos poligonos convexos disjuntos, Q y R,
definidos por interseccion de m semiplanos en total, tales que s N conv(Q U
R) = 0, es posible determinar el punto de s desde el cual se puede ver a
través de Q) y R con dngulo de vision mdzimo, asi como el valor de éste en
tiempo O(m).

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, supongamos que s es horizontal,
y que @ y R quedan por encima de s, ) a la izquierda y R a la derecha, de
tal manera que la zona de s desde la cual es posible ver a través de QQ y R es
un segmento §;54. Llamaremos ¢; y t4 a las tangentes interiores comunes a ()

Figura 5.19: Optimizacién del angulo de visién a través del hueco
entre () y R desde la recta s.

y R que determinan los extremos izquierdo y derecho, respectivamente, del
susodicho segmento (Figura 5.19). El algoritmo procede del modo siguiente:

1. Se calculan las tangentes interiores comunes a QQ y R, t; y t4. De
los semiplanos que determinan (), se eliminan todos los que no tienen
pendientes comprendidas entre las de los dos lados de la cadena visible
desde R (dicha cadena es la determinada por las tangentes interiores
comunes). Andlogamente se procede con R. Este paso se lleva a cabo
una sola vez.
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2. Se toma el poligono que cuenta con méas semiplanos supervivientes.
Pongamos que es Q. Se calcula la mediana de las pendientes de sus
semiplanos y, por programacion lineal, se halla la recta ¢,,.q tangente
a () con pendiente mediana.

3. Se corta t,,.q con la recta s, obteniéndose un punto de corte ¢, desde
el cual se traza la recta de soporte a R, tp, que separa ) de R.

4. Entonces se aplica un ordculo que, en tiempo lineal en el ntimero de
semiplanos presentes, es capaz de decidir a qué lado de ¢ se encuentra,
el punto de la recta s que ve a través de Q y R con dngulo maximo.

e Si el punto solucién se encuentra exactamente en c, el algoritmo
ha acabado.

e Si el punto solucién se encuentra a la derecha de ¢ (Figura 5.20),
entonces todos los semiplanos de () con pendientes comprendidas
entre la de t; y la de %,,¢4 son eliminables, puesto que la recta de
soporte a () desde el 6ptimo sobre s no puede apoyarse en ellos.
Entonces, el semiplano incidente en ¢,,.q pasa a ejercer el papel
de t; para el poligono (). Ademads, todos los semiplanos de R con
pendientes comprendidas entre la de g y la de ; son eliminables
por un motivo andlogo, y el semiplano incidente en tp pasa a
jugar el papel de t; para el poligono R.

R
ted /
B diminar
eliminar--_
I S
&
C *
solucion

Figura 5.20: Eliminacién de semiplanos cuando la solucién se
encuentra a la derecha del punto c.

e Si el punto solucidn se encuentra a la izquierda de ¢ (Figura 5.21),
entonces todos los semiplanos de () con pendientes comprendidas
entre la de t4 y la de £,,.4 son eliminables, puesto que la recta de
soporte a () desde el 6ptimo sobre s no puede apoyarse en ellos.
Entonces, el semiplano incidente en ¢,,.q pasa a ejercer el papel
de t4 para el poligono ). Ademas, todos los semiplanos de R con
pendientes comprendidas entre la de ¢4 y la de tg son eliminables
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por un motivo andlogo, y el semiplano incidente en tp pasa a
jugar el papel de t; para el poligono R.

R
tmed ///
) 12 - eiminar
eliminar--- g
I S
&
« [
solucion

Figura 5.21: Eliminacién de semiplanos cuando la solucién se
encuentra a la izquierda del punto c.

En cada iteracién, el algoritmo elimina al menos la cuarta parte de los semi-
planos presentes, puesto que elimina por lo menos la mitad de los semiplanos
que definen el poligono que més semiplanos tiene (junto con algiin semiplano
del otro poligono). Al volver al paso 2, el niimero de semiplanos presentes
se ha reducido al menos en un cuarto. El costo de cada iteracién del algo-
ritmo, supuesto que el ordculo sea, como mucho, de complejidad lineal, es el
de trazar las tangentes comunes a @) y R, calcular una mediana, resolver un
problema de programacién lineal y trazar una tangente a un poligono desde
un punto. Todas ellas, operaciones que pueden llevarse a cabo en tiempo
O(m), segin hemos visto. Por consiguiente, el algoritmo en su conjunto no
requiere mas que O(m) operaciones.

Estudiemos, pues, el funcionamiento del ordaculo. Dado un punto ¢ sobre
la recta s y las dos rectas de soporte de Q y R desde ¢ (ty,eq v tr en el ejemplo
que ilustra el algoritmo) se trata de decidir a qué lado de ¢ se encuentra el
punto de s que maximiza el &ngulo de visién a través de () y R. Puesto que
el dngulo de visién a través del hueco entre dos poligonos es una funcién
unimodal sobre la recta, es posible decidir la cuestion localmente:

1. Supédngase que la recta de soporte de () desde ¢ se apoya en () en un
Unico vértice ¢ y que, andlogamente, la recta de soporte de R desde
¢ se apoya en un unico vértice, r (véase la Figura 5.22a). Entonces
es posible mover ¢ a lo largo de la recta s sin que las dos rectas de
soporte cambien sus puntos de apoyo, el menos en un entorno de c.
Por consiguiente, no hay mas que hallar a qué lado de c se encuentra
el punto que ve con dngulo maximo el segmento gr, prescindiendo del
resto de los dos poligonos, cosa que puede hacerse en tiempo O(1). La
unimodalidad del dngulo a través de @@ y R a lo largo de toda la recta
(Lema 5.15) garantiza que el lado de ¢ hacia el cual crece el dngulo
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tmed R tmed timed R
r/, . q2 r'// ) qz .
Y BY WF

Cc c C

a) b) <)

Figura 5.22: Las rectas de soporte desde ¢ se apoyan en a) un
unico vértice de ) y un dnico vértice de R, b) un lado de @ y un
vértice de R, c¢) un lado de @ y un lado de R.

con que se ve el segmento g7 coincide con el lado hacia el cual crece el
angulo con que se ve a través de Q y R.

2. Supoéngase que la recta de soporte de () desde ¢ se apoya en un lado,
71G2, de @@, mientras que la recta de soporte de R desde ¢ se apoya
en un unico vértice, r (Figura 5.22b). En este caso, no puede decirse
que en un entorno del punto ¢ sea lo mismo mirar a través de Q y R
que mirar a través de un dnico segmento. Lo que se puede asegurar
es que existe un entorno de ¢ en el que, a un lado de ¢, el problema
se reduce a mirar el segmento g7, mientras que al otro se reduce a
mirar el segmento gz, 7. Si llamamos ¢ al extremo més cercano a c,
entonces en un entorno a la izquierda de c el problema se reduce a
mirar el segmento g7, mientras que en un entorno a la derecha de ¢
el problema se reduce a mirar el segmento ga7. Por consiguiente, la
unimodalidad garantiza que:

e Si el angulo con que se ve el segmento g7 aumenta a la izquier-
da de ¢, entonces el dngulo con que se mira a través de Q y R
aumenta hacia ese lado.

e En caso contrario, si el 4ngulo con que se mira el segmento g7
aumenta hacia la derecha de ¢, entonces el &ngulo con que se mira
a través de (2 y R aumenta hacia ese lado.

e En caso contrario, el d4ngulo maximo con que se mira desde la
recta s a través de () y R se alcanza en el punto c.

3. Por ultimo, supdéngase que la recta de soporte de @ desde ¢ se apoya
en un lado, gq1gz, de @, a la vez que la recta de soporte de R desde ¢ se
apoya en un lado, 773, de R (Figura 5.22c). Este caso es parecido al
anterior, excepto que a la izquierda de ¢ debe considerarse el segmento
q172, y a la derecha el segmento ga77.

Queda por analizar la complejidad de este ordculo. Silos puntos de tam-
gencia de las rectas de soporte se consideran todos calculados previamente
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por el algoritmo principal (justo antes de aplicar el ordculo) en realidad el
oraculo tiene coste O(1), puesto que el punto de una recta que ve con dngulo
maximo un segmento dado puede hallarse en tiempo constante, segiin el Teo-
rema 5.16. [l

Corolario 5.33 Dados un segmento o una semirrecta s y dos poligonos
convezos disjuntos, Q@ y R, definidos por interseccion de m semiplanos en
total, tales que s N conv(Q U R) = 0, es posible determinar el punto de s
desde el cual se puede ver a través de QQ y R con dngulo de vision mdzimo,
asi como el valor de éste, en tiempo O(m).

Demostracion: No hay mas que resolver el problema para la recta definida
por s. Si el 6ptimo se alcanza en un punto de s, el problema esta resuelto.
En caso contrario, el punto buscado es el extremo de s més cercano. O

Como ha podido verse, la soluciéon del problema de maximizacién del
angulo de visién a través de un hueco entre dos poligonos se basa fuertemente
en el resultado sobre maximizacion del angulo de visién de un segmento. Por
consiguiente, antes de abordar el problema de maximizacién de la visién a
través de dos obstaculos cuando el punto de vista se sitia sobre un poligono
definido por interseccién de semiplanos (es decir cuando el punto de vista
satisface un determinado conjunto de restricciones lineales) conviene resolver
el problema de maximizacion de la visién de un segmento.

Teorema 5.34 El punto del plano que, cumpliendo un conjunto de n res-
tricciones lineales dadas, ve con dngulo de vision mdzimo un determinado
segmento qr se puede hallar en tiempo O(n).

Demostracion: En primer lugar, conviene senalar que el problema sélo tiene
interés cuando el poligono definido por las restricciones no corta al segmen-
to, pues si lo corta en un punto interior, el &ngulo maximo de visién vale 7,
mientras que si lo corta en un extremo, el dngulo de visién se puede apro-
ximar, tanto como se desee, a la medida del arco capaz de gqr tangente al
poligono.

Supuesto que el poligono T', definido por las restricciones lineales, y el
segmento gr no se corten, este es un procedimiento posible para hallar el
punto de T desde el cual se ve el segmento gr con dngulo miximo:

1. Tracense las tangentes comunes interiores a T' y g7, para determinar
la cadena de T visible desde el segmento. Considérense solamente
las restricciones correspondientes a la cadena visible, con pendientes
comprendidas entre las dos incidentes en las rectas tangentes.

2. Calcilese la mediana de las pendientes de las restricciones presentes
y, por programacién lineal, hallese la recta tangente a T con dicha
pendiente.
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3. Sila recta se apoya en un vértice, considérense los dos lados incidentes
en él. Si se apoya en un lado, considérese dicho lado. Mediante un
mecanismo andlogo al del ordculo del Teorema 5.32, decidase local-
mente hacia qué lado de la cadena de T se encuentra el punto en que
se alcanza el dngulo de visién méximo. Una vez més, la unimodalidad
del dngulo de visién de un segmento desde la cadena visible de un
poligono convexo garantiza la correccién del resultado.

4. Segun a qué lado se encuentre el 6ptimo, descartense todos los semipla-
nos con pendientes superiores o con pendientes inferiores a la mediana,
antes de volver a iterar el proceso.

Una vez més, se trata de un algoritmo que resuelve el problema por aplica-
cién reiterada de un ordculo que, mediante el calculo de una mediana y la
solucién de un problema de programacion lineal, permite eliminar la mitad
de las restricciones presentes. Es, por tanto, un algoritmo lineal. O

El problema anterior también puede resolverse mediante un algoritmo en
que el ordculo no resuelva, a cada iteracién, un problema de programacion
lineal, sino con sélo el calculo de medianas.

Teorema 5.35 El punto del plano que, cumpliendo un conjunto de n res-
tricciones lineales dadas, ve con dngulo de vision mdzimo un determinado
segmento qr se puede hallar en tiempo O(n) sin hacer uso de un algoritmo
de programacion lineal, sino sélo mediante el cdlculo de medianas.

Demostracion: Como en el caso anterior, se empieza trazando las tangentes
interiores comunes al poligono definido por las restriciones y el segmento,
lo cual permite eliminar todas las restricciones cuyas pendientes no estén
comprendidas entre las de los dos lados extremos de la cadena de T visible
desde el segmento. Sin pérdida de generalidad, puede considerarse que el
segmento es horizontal, de forma que todos los semiplanos supervivientes
son superiores (o todos inferiores). Por serlo, no habrd nunca dos de ellos
paralelos sin que uno de los dos sea irrelevante. Por consiguiente, podemos
considerar que se pueden emparejar de dos en dos de forma que cada par se
corte en un punto c;.

El proceso de eliminaciéon de semiplanos es el habitual: se calcula la
mediana z,, de las abscisas de los puntos ¢; y se aplica un orédculo a la
recta x = x,, para detectar a qué lado de ésta se encuentra la solucién. A
continuacién se calcula la mediana y,, de las ordenadas de los puntos ¢; que
se hallan en el semiplano opuesto al de la solucidn, y se le aplica el oraculo a
la recta y = y,,. Por cada punto del cuadrante opuesto al de la solucidn, se
puede eliminar al menos uno de los dos semiplanos que lo definen (recuérdese
que se trata de semiplanos todos superiores o todos inferiores).
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Concentrémonos, pues, en el ordculo. Dada un recta, se trata de saber
a qué lado de ésta se encuentra el punto del poligono 7" desde el cual se ve
el segmento con angulo de visién maximo.

e Si la recta no corta al poligono T', la solucién se encuentra del mismo
lado de ésta que el poligono mismo.

e Silarecta corta al poligono, lo hace en uno o a lo sumo dos puntos. Siel
punto de corte es uno, se estudia el problema localmente (distinguiendo
si se trata de un vértice o de un punto interior a un lado, como se hizo
en el Teorema 5.34). Si los puntos de corte son dos, basta con hacer
el estudio anterior en uno de los dos.

0

Teorema 5.36 El punto del plano que, cumpliendo un conjunto de n res-
tricciones lineales dadas, ve con dngulo de vision mdzimo a través del hueco
entre dos obstdculos poligonales, QQ y R, definidos por interseccion de m
semiplanos en total, se puede hallar en tiempo ©(n + m).

Demostracion: He aqui un algoritmo posible:

1. Llamaremos T al poligono definido por las n restricciones lineales. Se
trata, en primer lugar, de determinar la cadena de 7' desde la cual es
posible ver a través del hueco entre () y R, cosa que puede hacerse en
tiempo O(n+m), segiin el Teorema 5.27. A partir de ahora llamaremos
T a la cadena resultante.

2. Se calculan entonces las cadenas de (Q y R en las que puede apoyarse
el cono de visibilidad desde un punto situado en T' (Figura 5.23). La
cadena de @) estd determinada, en un extremo, por la tangente interior
comina Ty Q que dejaa T y R de un mismo lado y, por el otro, por la
tangente exterior comin de T'y @ que los separa de R. Analogamente
para R. En adelante llamaremos @) y R a las cadenas resultantes.

3. El proceso de eliminacién de semiplanos debe distinguir, a cada itera-
cion, dos casos posibles:

e SiT es, de las tres cadenas, la que méds lados tiene, entonces:

(a) Se calcula la mediana de las pendientes de los semiplanos
de T'.

(b) Se obtiene, resolviendo un problema de programacién lineal,
la recta tangente a 1" con dicha pendiente.

(c) Se hace un estudio local del crecimiento del dngulo de visién
a través del hueco entre (Q y R en un entorno del punto o
lado de tangencia. La unimodalidad del angulo a lo largo de
T (Lema 5.17) garantiza que el resultado del andlisis local es
correcto globalmente.
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Figura 5.23: Las tres cadenas T', Q y R.

(d) Ello permite eliminar la mitad de los semiplanos de T', junto
con algunos de los de @) y de R.

e Si @ (el caso de R es andlogo) es, de las tres cadenas, la que mds
semiplanos tiene, entonces:

(a) Se calcula la mediana de las pendientes de los semiplanos
de Q.

(b) Se obtiene, resolviendo un problema de programacién lineal,
la recta tangente a () con dicha pendiente, Z¢.

(c) Se corta tg con el poligono T' y, desde el punto de corte, c,
se traza la recta de soporte de R que separa a R de Q.

(d) Se hace un estudio local del crecimiento del dngulo de visién
a través del hueco entre () y R en un entorno del punto c¢. La
unimodalidad del 4ngulo a lo largo de T' (Lema 5.17) garanti-
za que el resultado del andlisis local es correcto globalmente.

(e) Ello permite eliminar la mitad de los semiplanos de @, junto
con algunos de los de T' y de R.

En cualquier caso, este algoritmo permite eliminar, a cada iteracién, al me-
nos una sexta parte de los semiplanos presentes, puesto que elimina siempre
no menos de la mitad de los semiplanos de la cadena que mas semiplanos
tiene.

Sélo queda por comprobar que los cilculos que permiten la eliminacién
pueden llevarse a cabo en tiempo lineal. Si la cadena que més semiplanos
tiene es T', se calcula una mediana y resuelve un problema de programacion
lineal en tiempo O(n). A continuacién, se trazan dos rectas de soporte a @
y R en tiempo O(m), para finalmente estudiar localmente el crecimiento del
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dngulo de visién en tiempo O(1). Si la cadena que més semiplanos tiene es
Q@ o R, entonces el cdlculo requiere, ademds del cémputo de una mediana y
la resoluciéon de un problema de programacién lineal, que pueden llevarse a
cabo en tiempo O(m), el cdlculo de la interseccién de T' con una recta, que
requiere tiempo O(n), y el de una recta de soporte a R o @), que requiere
tiempo O(m), para acabar con el estudio local en tiempo O(1). O

5.3 Vision simultanea

En esta seccion se estudian problemas de optimizacion del dngulo de apertu-
ra, tanto en la visién de poligonos como en la visién a través de obstaculos,
en el caso en que son mas de uno los objetos a visualizar o los huecos a
través de les cuales mirar.

La Tabla 5.1 recoge los resultados obtenidos. Lo m&as importante que
puede decirse sobre ellos es que las complejidades reflejadas en la tabla son
iguales a las que se tenfan para la vision de un solo objeto, o a través de
un solo hueco (recogidos en el punto 5.1), y esto a pesar de la complicacién
del problema representada por la necesidad de compaginar la visién de dos
objetos/huecos. La tnica excepcién se produce en la visién simultédnea de un
poligono y un hueco poligonal, en que la mayor complejidad de un problema
sobre el otro tiene consecuencias que no hemos podido evitar.

5.3.1 Visién simultanea de segmentos

Una vez més, la visién de segmentos estd en la base del problema, de modo
que comenzaremos por definir qué se entiende por optimizaciéon de la vi-
sién simultdnea de dos segmentos. Téngase en cuenta que méas adelante los
segmentos serdn substituidos por objetos poligonales y obstdculos, también
poligonales, que impiden la visién de los primeros. Por consiguiente, tendra
sentido plantearse las cuestiones sélo para segmentos disjuntos.

Sean s1 y so dos segmentos disjuntos. Cada punto v del plano ve el
segmento s; con cierto dngulo de apertura, aj, y ve el segmento so con el
angulo de apertura correspondiente, ao. Si pensamos en los dos objetos
como presentes a la vez en una misma escena, vista desde v, varias son
las medidas que podemos considerar con el objeto de optimizar de algin
modo la visién simultdnea de los dos segmentos. Por una parte, podriamos
inclinarnos por considerar interesante el ver uno de los objetos lo mayor
posible (en el sentido de que su tamano aparente sea lo mayor posible), en
cuyo caso querriamos maximizar uno de los dos dngulos &1 o as. No habria
mas que acercar v al segmento en cuestion, logrando asi que uno de los dos
adngulos alcanzara un valor tan cercano a 7 como se deseara. Pero con eso
correriamos el riesgo de que el tamano aparente del otro segmento se hiciera
arbitrariamente pequeno, y el resultado no seria el de una visién simultinea
equilibrada. Podriamos, para evitar este problema, tomar como medida de la
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O(nlogmlog mp)

ver desde complejidad
dos segmentos plano O(1)
recta O(1)
N-gONO CONVEXO O(logn)
dos n-gonos convexos | recta O(n)
m-gono convexo | O(nlogm)
O(n+ m)
O(n +nlog 7t)
dos n-gonos simples recta O(n)
m-gono convexo | O(nlogm)
O(n + m)
O(n +nlog )
dos n-huecos convexos | recta O(log?n)
m-gono convexo | O(lognlognm)
un n-gono y recta O(n+ m)
un m-hueco convexos O(nlog®m)
P-EONO CONVEXO O(n+m + p)
O((n +m) logp)
O(n+m+(n+m)log -7—)
O(nlogmlog mp)
un n-gono simple y recta O(n + m)
un m-hueco convexo O(nlog?® m)
P-EONO CONVEXO O(n+m + p)
O((n +m) log p)
O(n+m+(n+m)log -7—)
(

Tabla 5.1: Complejidad de los problemas de optimizacién de la

visién simultanea.

visién simultdnea de los dos segmentos el valor maximo de los dos angulos,

con el objetivo de minimizarlo.

Estariamos con ello pretendiendo situar

el punto de vista v en un lugar en que el segmento de tamano aparente

mayor se viera lo mas pequeno posible.
indefinidamente de los dos segmentos, y acabariamos por verlos, desde el

Pero eso nos llevaria a alejarnos

infinito, como meros puntos. No parece tampoco este un objetivo razonable.

Un punto de vista desde el cual la visién simultdnea de dos segmentos es

Optima debe ser un punto en el que se pueda considerar que ambos se ven
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lo mejor posible, es decir, de tamafio aparente tan grande como sea posible.
La medida del angulo simultaneo a considerar es, pues, la del menor de los
dos angulos, con el objeto de maximizarla. De este modo, cada segmento se
verd del tamano mayor posible, pero sin disminuir arbitrariamente el tamano
aparente del otro.

Definicidn 5.37 Sean si y so dos segmentos disjuntos. Para cada punto v
del plano, sea a1 el dngulo de apertura con que v ve s1, y ao el dngulo con
que v ve So. Llamaremos dngulo de vision simultdnea con que v ve los dos
segmentos al minimo de a1 y Q.

Tal como ha quedado dicho, un punto del plano se considerard épti-
mamente situado para ver simultdneamente dos segmentos cuando en él se
alcance el valor méximo del &ngulo de visién simultdnea de ambos segmentos.

Teorema 5.38 El valor mdzimo del dngulo de vision simultinea de dos
segmentos disjuntos del plano, asi como el(los) punto(s) en que dicho valor
se alcanza, puede hallarse en tiempo O(1).

Demostracion: En primer lugar, nétese que un punto v del plano desde el
cual se ven dos segmentos s1 y so maximizando el dngulo @ = min(ay, a2)
es necesariamente un punto en el que a; = as. Para demostrarlo, témese
un punto v para el cual a; < ao.

Si v no se encuentra sobre ninguna de las dos rectas prolongacién de los
segmentos, se trazan los arcos capaces de éstos que pasan por v. Dos son
entonces las situaciones posibles. Si los dos arcos son secantes en v (Figura
5.24), entonces no se alcanza en v el valor maximo de @ = min(ay, as),

Figura 5.24: Si v es tal que a1 < as, entonces el movimiento
indicado mejora tanto a; como as.

puesto que cualquier punto de vista v’ situado en la interseccién de los dos
circulos mejora el valor tanto de a3 como de ae (este caso incluye también
la situacién en que los dos arcos son tangentes, pero uno de los circulos
contiene al otro).

Si los dos arcos son tangentes en v (Figura 5.25), entonces tampoco se
alcanza en v el valor mdximo de o = min(ay, a2), puesto que una ligera
perturbacién, concretamente el movimiento de v hacia un punto v’ interior
al circulo correspondiente a s, implica una reduccién del radio del arco
correspondiente a s; y un aumento del radio del arco correspondiente a so,
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Figura 5.25: Si v es tal que a1 < a9, entonces el movimiento
indicado aumenta «; y disminuye as, pero mantiene la desigualdad
a1 < Q.

es decir, un pequeno aumento del &ngulo «; y una pequena disminucién del
angulo ao. Puesto que los radios de los arcos capaces son proporcionales a
la longitud de sus respectivos segmentos e inversamente proporcionales a los
cosenos de los angulos que determinan, el movimiento de v puede hacerse de
tal manera «; crezca, as disminuya, pero se mantenga la relacién a; < as.

Si v pertenece a una de las rectas prolongacion de los segmentos, entonces
el valor del d&ngulo correspondiente es 0, y puede mejorarse con sélo desplazar
v fuera de la recta en cuestién.

En conclusidn, el valor maximo de « = min(aq, a2) no puede alcanzarse
mas que en puntos del plano en los que a3 = as. Por lo dicho anterior-
mente, dichos puntos pueden hallarse del modo siguiente: para cada seg-
mento s;, se considera su arco capaz de medida «; = 0. Se va aumentando
simultdneamente el valor de a; = a9 hasta hallar el primer punto de inter-
seccién (de hecho, tangencia) de los dos arcos. En ese punto, el valor de
a = min(ay, ay) es maximo.

Queda por comentar la cuestién de cudntos son los puntos del plano en
que se alcanza el valor médximo de & = min(a, ). La respuesta varia en
funcién de la posicion relativa y la longitud de los segmentos. Cada segmento
determina dos semiplanos, en cada uno de los cuales crece un arco capaz.
Puesto que los puntos buscados son puntos de tangencia de arcos capaces
de uno y otro segmentos, el médximo niimero de puntos en que se alcanza el
valor méximo de « es dos (Figura 5.26), aunque en general el punto buscado
es unico.

Por tdltimo, cabe hacer notar que en determinados casos el angulo o =
min(a, az) no alcanza un maximo, y hay que limitarse a calcular su supre-
mo. Esto ocurre cuando el primer punto de tangencia de los arcos capaces de
51y s2 de misma medida se alcanza en un extremo de uno de los segmentos.
Digamos que es s3. En este caso, ilustrado en la Figura 5.27, el punto v de
tangencia es uno de los extremos de s, y en él a; toma un valor positivo y
ag se anula. Ahora bien, para cada € > 0, el punto v puede desplazarse a
un punto v’ tal que of = a3 —ey al, = @y — ¢, de modo que @« = @3 —e. En
resumen, sup o = qq.
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Figura 5.26: Los puntos en que se maximiza el &ngulo minimo de
visi6n simultdnea de los dos segmentos pueden ser dos.

Sy
S

Figura 5.27: Caso en el que se puede calcular el supremo de «,
pero no su maximo.

Hechas todas estas matizaciones, sélo queda probar que el punto (o los
puntos) en que el dngulo @ = min(ay,as) alcanza su méximo puede ha-
llarse en tiempo constante. Dicho graficamente, lo que debe hacerse para
hallarlo(s) es ir engrosando los arcos capaces de los dos segmentos de forma
simultidnea hasta que sean tangentes. Dicho més formalmente, esto consiste
en hallar el valor de « tal que la distancia entre el centro del arco capaz de
s1 de medida « y el centro del arco capaz de s de misma medida sea igual
a la suma de sus radios. Si ¢; y r; son, respectivamente, el centro y el radio
del arco capaz de s; de medida «;, se trata de hallar el valor de « para el cual
es cierta la igualdad d(cy,co) = r1 + r9. Ahora bien, fijados los segmentos,
los centros y radios de sus arcos capaces de medida o no dependen mas que
del seno y el coseno de a. Puesto que a € [0, ], la ecuacién anterior se
reduce a una ecuacién polinémica de grado cuatro en el coseno de a. El
hecho de que sean cuatro las posibles soluciones se debe a que la ecuacién
d(c1,c9) = 1 + 9 10 sblo se satisface cuando los arcos capaces tangentes
tienen medida «, sino también cuando tienen medida 7 — «. Por consiguien-
te, es posible que haya que desechar algunas de las soluciones halladas. En
todo caso, el problema puede resolverse en tiempo constante. O

A la vista de las consideraciones anteriores, resultara de interés estudiar
el lugar geométrico de los puntos del plano que ven dos segmentos dados
con el mismo dngulo de apertura.

Lema 5.39 El lugar geométrico de los puntos del plano que ven dos seg-
mentos disjuntos dados, s1 y so, con un mismo dngulo de apertura puede
hallarse en tiempo O(1).
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Demostracion: Dados s1 y sa, se trata de hallar los puntos v del plano tales
que a; = . Ahora bien, oy, ay € [0, 7], de manera que la ecuacién oy = ao
es equivalente a la ecuacion cos a; = cos as, que puede escribirse en términos
de productos escalares, dando lugar a una ecuacién polinémica de grado 6
en las coordenadas z e y del punto v. (|

A pesar de la simplicidad aparente de la respuesta al problema anterior,
conviene subrayar que el lugar geométrico de los puntos del plano que ven
a dos segmentos dados con mismo angulo de apertura es una curva que
tiene mds de una componente conexa. Aunque divide el plano en dos zonas,
una en la que el segmento que mejor se ve es s; y otra en que es so, las
susodichas zonas no son conexas. Las Figuras 5.28 y 5.29 muestran dos
ejemplos sustancialmente distintos del comportamiento del &ngulo de visién
simultidnea de dos segmentos.

Figura 5.28: Con trazo discontinuo, el lugar geométrico de los
puntos del plano desde los cuales se ven dos segmentos con un
mismo dngulo (primer ejemplo).

Con el lema anterior a la vista, estamos en condiciones de estudiar la
vision simultidnea de dos segmentos desde puntos de vista situados en tra-
yectorias determinadas del plano. Empezaremos por considerar una recta,
semirrecta o segmento.

Teorema 5.40 Sean s1 y sy dos segmentos disjuntos del plano. Sea t una
recta que no contenga a ninguno de los dos. El valor mdzimo del dngulo de
vision simultdnea con que un punto de la recta t ve los dos segmentos, ast
como el(los) punto(s) en que se alcanza, se puede hallar en tiempo O(1). Lo
mismo puede decirse si t es una semirrecta o un segmento.
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Figura 5.29: Con trazo discontinuo, el lugar geométrico de los
puntos del plano desde los cuales se ven dos segmentos con un
mismo dngulo (segundo ejemplo).

Demostracion: Si la recta que contiene al segmento s1 y la recta t se cortan
en un punto exterior a si, el dngulo con que s; se ve desde ¢ es una funcién
max-unimodal sobre cada una de las semirrectas en que queda descompues-
ta ¢t (Lema 5.6). Silas dos rectas se cortan en un punto de s; 0 no se cortan,
el dngulo con que s; se ve desde ¢ es una funcién max-unimodal sobre .
Anélogamente ocurre con so. En conclusién, ¢ queda descompuesta en a lo
sumo tres porciones (dos semirrectas y un segmento), en cada una de las
cuales las dos funciones a1 y ao son max-unimodales. Por consiguiente, en
cada una de estas tres zonas la funcién o = min(ay, az) es max-unimodal,
y alcanza su maximo en el maximo de «a;, el maximo de a3, un punto en el
que a1 = ag, o un extremo (de hecho, a no puede alcanzar el maximo en
un extremo, puesto que alli vale cero). Todos estos candidatos se pueden
calcular en tiempo O(1), aplicando el Teorema 5.7 y el Lema 5.39. Sélo
queda compararlos para hallar el maximo de todos ellos.

Nétese que cuando ¢ es una semirrecta o un segmento en vez de una recta
completa, el razonamiento anterior es valido con una sencilla modificacién,
consistente en anadir el(los) extremo(s) de ¢ a la lista de candidatos. O

Analicemos como optimizar la visién simultdnea de dos segmentos desde
un poligono convexo.

Teorema 5.41 Sean s1 y so dos segmentos disjuntos del plano. Sea T un
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poligono convexo de n lados que no corte a las rectas de soporte de s1 y so.
El valor maximo del dngulo de vision simultinea con que un punto de T ve
a los dos segmentos, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza, se puede
hallar en tiempo O(logn).

Demostracion: En primer lugar, se determina la cadena T” de T desde la cual
es posible ver simultdneamente los dos segmentos, trazando las semirrectas
de soporte del poligono T' desde los extremos de los dos segmentos (Figura
5.30).

Figura 5.30: La cadena T del poligono T desde la cual es posible
ver simultdneamente los segmentos s y ss.

Puesto que sobre T” las funciones a; y as son ambas max-unimodales
(Lema 5.9), la funcién o = min(ay,az), también lo es. Por consiguiente,
su 6ptimo se puede hallar por buiisqueda binaria: se toma el lado medio de
la cadena T, se resuelve localmente la cuestién de hacia qué lado crece o
decrece « (aplicando los resultados ya probados sobre la maximizacién del
dngulo de visién simultdnea desde una recta) y con eso se descarta la mitad
de los lados de la cadena. Al final, el problema queda reducido al estudio
de dos lados, o incluso uno solo, que se resuelve por el mismo método.
La unimodalidad de la funcién a lo largo de T” garantiza la correccién del
algoritmo.

En cuanto a su complejidad, el Teorema 5.40 permite hallar el 6ptimo
sobre una recta en tiempo O(1), de modo que la complejidad total del algo-
ritmo es O(logn). O

Con esto puede darse por completado el estudio de la visiéon simultidnea
de dos segmentos que, como se ha dicho, no es méas que la base para el
estudio que realmente se pretende realizar, que es el de la visién simultdnea
de diversos objetos poligonales y/o huecos entre poligonos.
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5.3.2 Visién simultanea de poligonos

Recuérdense la Definicién 5.28 del 4ngulo con que un punto ve un poligono,
y la Definicién 5.29 del angulo con que un punto ve a través del hueco entre
dos obstaculos poligonales. Andlogamente al caso de los segmentos, cuando
un punto de vista v sea capaz de ver dos poligonos, dos huecos poligonales
o un poligono y un hueco, con angulos respectivos a; y a9, diremos que el
angulo de visién simultdnea de ambos es « = min(ay, ). El punto de vista
v se considerard éptimamente situado cuando « alcance su valor maximo.

Teorema 5.42 Sean P, y P» dos poligonos convexos disjuntos, de n lados
en total, y t una recta cualquiera del plano, que no los corte. El valor
mdzimo del dngulo de vision simultinea con que un punto de t ve a los dos
poligonos, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza, se puede hallar en
tiempo O(n). Lo mismo puede decirse sit es un segmento o una semirrecta.

Demostracion: Este es el algoritmo propuesto:

1. Determinar desde qué porcién de la recta ¢ es posible ver los dos
poligonos de forma completa simultineamente. La regién del plano
desde la cual es posible ver a los dos poligonos simultdneamente esta
delimitada por sus tangentes interiores comunes y sus cadenas mutua-
mente visibles (Figura 5.31). Se trata, pues, de cortar dicha regién con

a5

Figura 5.31: La regién del plano desde la cual es posible ver
simultdneamente a P; y P, estd determinada por las tangentes
interiores comunes a ambos y las cadenas que éstas determinan.
La porcién de la recta ¢t desde la cual es posible ver a P, y Ps
simultdneamente se halla intersecando ¢ con la regién sombreada.

la recta ¢t. El resultado puede ser un segmento, una semirrecta, dos
semirrectas o incluso la recta ¢ entera. Supondremos que el resultado
es la recta t entera. En los otros casos se trabaja con cada porcién
conexa separadamente.

2. Témese el poligono P;. Prolénguense sus lados hasta cortarlos con
la recta t. De este modo, ¢t queda subdividida en cierto nimero de
segmentos y dos semirrectas, cada uno de los cuales se caracteriza
por el hecho de que las rectas de soporte al poligono con origen en
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cualquiera de sus puntos se apoyan en los mismos dos vértices del
poligono, haciendo que su apariencia sea la de un mismo segmento
(véase la Figura 5.32). Se hace lo mismo con el poligono P, y se

Figura 5.32: Desde cada uno de los segmentos en que queda des-
compuesta ¢ se ve el poligono P como un mismo segmento s.

ordenan los puntos de interseccién obtenidos para los dos poligonos.
En cada uno de los segmentos (y semirrectas) resultantes, los poligonos
P, y P, se ven como dos segmentos fijos, s1 y So.

3. Por consiguiente, en cada uno de esos segmentos (o semirrectas) se
puede optimizar el dngulo « aplicando el Teorema 5.40.

4. No queda més que comparar los maximos locales hallados, para obte-
ner el maximo global.

El primer paso de este algoritmo se resuelve en tiempo O(logn), puesto que
consiste en calcular las tangentes interiores comunes de los dos n-gonos y
cortarlas con la recta ¢. La subdivisién de ¢ determinada por la prolongacién
de los lados de cada P; se obtiene en tiempo O(n), puesto que la convexidad
de los poligonos garantiza que los puntos de interseccién se producen en ¢ de
forma ordenada. Las dos subdivisiones se combinan trivialmente en tiempo
lineal. Esto completa el segundo paso del algoritmo. Sobre cada segmento,
la optimizacién se hace, por aplicacién del Teorema 5.40, en tiempo O(1).
Finalmente, el 6ptimo global se obtiene tras n comparaciones. El coste
global del algoritmo es, pues, O(n). O

Obsérvese que el teorema anterior también es cierto para poligonos sim-
ples cualesquiera, con sdlo que sus envolventes convexas sean disjuntas, pues-
to que el dngulo con que se ve un poligono simple desde un punto de vista
v cualquiera y el angulo con que se ve su envolvente convexa son el mismo.

Corolario 5.43 Sean P; y Py dos poligonos simples de n lados en total,
con envolventes convezas disjuntas, y t una recta cualquiera del plano que
no las corte. El valor mdzrimo del dngulo de vision simultdnea con que un
punto de t ve los dos poligonos, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza,
se puede hallar en tiempo O(n).
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Demostracion: No hay mas que calcular las envolventes convexas de los dos
poligonos en tiempo O(n) [106] y aplicarles el teorema anterior. O

Resuelto el problema de optimizar la visiéon simultanea de dos poligonos
desde una recta, cabe plantearse el problema cuando el punto de vista se
sitia en un tercer poligono.

Teorema 5.44 Sean Py y Py dos poligonos convexos disjuntos, con n lados
en total, y T un poligono convexo de m lados, exterior a la envolvente con-
vexa de PLUP,. El valor maximo del angulo de vision simultinea con que un
punto de T wve a los dos poligonos Py y Ps, asi como el(los) punto(s) en que
se alcanza, se puede hallar en tiempo O(min(nlogm,n +m,n + nlogT)).

Demostracion: El algoritmo que resuelve este problema es, esquematica-
mente, el mismo del Teorema 5.42, con muy ligeras modificaciones. No asi
su complejidad, como se vera.

1. En primer lugar, deben eliminarse los posibles problemas de oclu-
sion, determinando la intersecciéon de T' con la regién de visibilidad
simultdnea de P; y P», es decir, con las tangentes interiores comu-
nes a P, y P, (recuérdese la Figura 5.31). Llamaremos T" al poligono
resultante.

2. A continuacién, mediante las tangentes interiores comunes a T y a
Py, se determina la cadena de T desde la cual se puede ver P;. Lo
mismo para P». De este modo se elimina también la posible oclusién
por parte del mismo poligono T'. Llamaremos T a la cadena resultante
(Figura 5.33).

Figura 5.33: La cadena de T desde la cual es posible ver a la vez
a P1 y PQ.
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3. Al situar el punto de vista en cualquier punto de T, las rectas de
soporte a Py y Py (que son las que determinan los dngulos oy y «3)
s0lo pueden apoyarse en determinadas cadenas de P; y P». Dichas
cadenas, que seguiremos llamando P; y P, se determinan trazando
las rectas de soporte a P; y P, desde los extremos de T' (Figura 5.34).

Figura 5.34: Las cadenas de P, y P> en que pueden apoyarse las
rectas de soporte desde puntos de T'.

4. Se consideran ahora los lados de Py, y se prolongan hasta cortar T'.
Cada uno de ellos corta a T" en un uUnico punto, por la construccién
misma de T'y P;. Ademads, los puntos de interseccién de los lados de
P; en T mantienen la ordenacion de los lados de los que provienen, a
causa de la convexidad de 7'y P;. Lo mismo ocurre para Ps.

5. Todos estos puntos hallados sobre T producen una descomposicién de
T en n subcadenas, que se caracterizan por el hecho de que desde cada
una de ellas los poligonos P; y P» se ven como dos segmentos fijos,
$1y So. Por consiguiente, en cada una de las subcadenas la funcion
a optimizar, & = min(aq, @3) es unimodal, y su maximo se encuentra
aplicando el Teorema 5.41.

6. No hay més que comparar todos los maximos hallados para determinar
el maximo de la funcién sobre todo 7.

La complejidad del algoritmo es la siguiente: en los pasos 1, 2 y 3 se
calculan las tangentes interiores comunes a Py P, aT y PLyaT y Ps,
asi como las rectas de soporte de dos vértices de T" a P;, i = 1,2. Todo esto
puede hacerse en tiempo O(log(n + m)) [102, 58]. Ademas, en el paso 1 se
cortan dos rectas con T, cosa que puede hacerse en tiempo O(logm).
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En el paso 4, se deben hallar las intersecciones de T con las prolon-
gaciones de cada uno de los P;. Ya se ha hecho notar que los puntos de
interseccion de cada P; con T mantienen su ordenacién, de modo que tres
son las formas de hallarlos. La primera es calcular cada uno de ellos en tiem-
po O(logm) por busqueda binaria sobre T, aprovechando la convexidad de
éste. El coste total del paso 4 es, en este caso, O(nlogm). La segunda es
calcular el primer punto de intersecciéon por bisqueda binaria, en tiempo
O(logm), para luego ir obteniendo los siguientes ordenadamente, mediante
un recorrido de T'. De este modo, el coste de hallarlos todos es O(n + m).
La tercera consiste en calcular el primer punto de interseccién del modo
antedicho, pero luego calcular los siguientes mediante un recorrido de 1" que
salte, a cada intento, el doble de lados que en el salto anterior. Este método
resuelve la cuestién en tiempo O(n+nlog ). (Para més detalles sobre estos
tres métodos, vuélvase a la demostracién del Teorema 2.15 del Capitulo 2).

Entonces se tienen que reunir los puntos de T" hallados por interseccion de
las prolongaciones de los lados de P, y P». Puesto que tanto unos como otros
estdn ya ordenados, esto puede hacerse en tiempo proporcional al niimero
de puntos presentes, que es O(n).

En el paso 5 se aplica el Teorema 5.41 a cada de las n subcadenas de T,
hallando el méximo de « para cada una de ellas en tiempo logaritmico en
su logitud. El coste total de este paso es

n
>~ Ollogm,) = O(nlog =),
=1

ya que Y., m; = O(n+m). También puede resolverse este paso aplicando
el Teorema 5.7 a cada uno de los n + m sebsegmentos en que ha quedado
descompuesta la cadena T, esto es, en tiempo O(n + m).

Finalmente, en el paso 6 se comparan los n valores hallados en tiempo

O(n).
La complejidad total del algoritmo, en resumen, es O(min(nlogm,n +
m,n +nlog)). O

El Teorema anterior tiene un corolario inmediato referido a la visién
simultidnea de dos poligonos simples.

Corolario 5.45 Sean P; y P> dos poligonos simples de n lados en total,
con envolventes convexas disjuntas. Sea T un poligono convexo de m lados,
exterior a la envolvente convera de Py U Py. El valor mdzimo del dngulo
de wvision simultdinea con que un punto de T wve a los dos poligonos Py y
Py, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza, se puede hallar en tiempo
O(min(n logm,n +m,n +nlog )).

Demostracion: Puesto que el dngulo de visién de un poligono y el de su
envolvente convexa son el mismo, se empieza por calcular la envolvente con-
vexa de Py y P», y a continuacién se aplica el Teorema 5.44. (|
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5.3.3 Visién simultanea a través de obstaculos poligonales

Analizada ya la cuestién de la visién simultdnea de objetos poligonales,
pasamos a estudiar los problemas de visién simultdnea a través de huecos
entre ellos. Como en los casos anteriores, empezaremos abordando el caso
en que el punto de vista se sitiia sobre una recta, segmento o semirrecta.

Teorema 5.46 Sean Q1, Q2, Ry y Ro cuatro poligonos convexros de n lados
en total, disjuntos dos a dos. Sea t una recta que no corte conv(Q1 U Q2)
ni conv(Ry U Ry). El valor mdzimo del dngulo de vision simultdnea con que
un punto de t ve a través de los dos huecos, uno entre Q1 y Q2, y el otro
entre Ry y Ro, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza, se puede hallar
en tiempo O(log2 n). Lo mismo puede decirse si t es un segmento o una
semirrecta.

Demostracion: Llamemos a y B a los d&ngulos con que se ve a través del hueco
entre Q1 y Q2 y entre Ry y Ry, respectivamente (Figura 5.35). El Lema 5.15

N

Figura 5.35: Visién simultdnea a través de dos huecos poligonales.

garantiza la unimodalidad de & y (3 en sus respectivos dominios de definicién.
Concretamente, dichos dominios son las porciones de la recta t desde las
cuales es posible ver a través del hueco respectivo. Por consiguiente, el
algoritmo que resuelve este problema consiste en detectar primero la porcién
de ¢ desde la cual es posible mirar simultdneamente a través de los dos
huecos, para luego hallar la posicién 6ptima del punto de vista por biisqueda
binaria. Més concretamente:

1. Hallar la(s) porcién(es) de la recta desde la cual es posible mirar a
través de los dos huecos simultdneamente. Para ello hay que cortar con
t las tangentes interiores comunes a Q1 y 2 y las tangentes interiores
comunes a Ry y Rs. En general, se obtendra un segmento (aunque
a veces se pueda obtener una semirrecta o incluso dos segmentos o
semirrectas).

214



2. Trazando, desde los extremos del segmento obtenido, las rectas de
soporte a los cuatro poligonos, se determinan las cadenas de éstos en
las que pueden apoyarse las semirrectas que determinan el angulo de
visién a través de los huecos.

3. De las cuatro cadenas, témese la que mas lados tiene (al menos tendra
n/4 lados). Pongamos que es Q1. Prolénguese su lado medio hasta
cortarlo con ¢. Desde el punto de interseccién, tracense los angulos
de visién a través de los dos huecos (es decir, las rectas de soporte a
los restantes poligonos) y determinese, localmente, hacia qué lado de
t aumenta el valor angular min(a, 3).

4. La unimodalidad de la funcién sobre ¢ permite garantizar la correccién
de la direccién tomada. Por consiguiente, la mitad de los lados de Q1
pueden ser eliminados, junto con algunos de los lados de los restantes
tres poligonos, volviéndose al paso anterior del algoritmo con el input
reducido en al menos 1/8.

5. Elalgoritmo acaba cuando una de las cadenas se reduce a dos (o incluso
un) lados, momento en el cual la solucién se encuentra trivialmente.

El coste de este algoritmo puede calcularse considerando que tiene una
primera fase, que debe ejecutarse una sola vez, formada por los pasos 1 y 2,
y otra fase, formada por los pasos 3 y 4, que debe ejecutarse repetidamente
hasta reducir una de las cadenas a la. minima expresion. Al final, el paso 5 se
ejecuta una tinica vez. Los pasos 1 y 2 tienen coste O(logn). Cada ejecucién
del paso 3 tiene coste logaritmico en el nimero de lados presentes, pero el
paso 4 garantiza que a cada iteracién éstos se reducen en una fraccién fija,
de manera que el coste total de esta fase es O(log2 n). Finalmente, el paso
5 se resuelve en tiempo O(log?n). En conclusién, el algoritmo propuesto
tiene complejidad O(log? n). O

El algoritmo que resuelve la maximizacién del dngulo de visién simul-
tdnea a traves de dos huecos poligonales, cuando el punto de vista se encuen-
tra situado sobre un poligono convexo es, en esencia, el mismo del Teorema,
5.46, con muy ligeras modificaciones.

Teorema 5.47 Sean Q1, Q2, R1 y Ro cuatro poligonos convexos de n lados
en total, disjuntos dos a dos. Sea T un poligono covexo de m lados, que no
corte conv(@Q1UQ2) ni conv(RyURy). El valor mdzimo del dngulo de visién
simultdnea con que un punto de T ve a través de los dos huecos, uno entre Q1
y Q2, y el otro entre Ry y Ra, asi como el(los) punto(s) en que se alcanza,
se puede hallar en tiempo O(lognlog(nm)).

Demostracion: La solucién propuesta se compara con la que se propuso en
el Teorema 5.46:
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1. Hallar la cadena de T' desde la cual es posible mirar a través de los dos
huecos simultdneamente. Para ello hay que cortar con 7' las tangentes
interiores comunes a Q1 y (2 y las tangentes interiores comunes a
R; y Ry. Este paso ya no tiene sélo el coste O(logn) de calcular las
tangentes interiores comunes a los obstaculos poligonales, sino también
el coste anadido, O(logm), de cortarlas con T'.

2. Trazando, desde los extremos de la cadena de T obtenida en el paso
anterior, las rectas de soporte a los cuatro poligonos, se determinan
las cadenas de éstos en las que pueden apoyarse las semirrectas que
forman los dngulos de visién a través de los huecos. Este paso sigue
teniendo complejidad O(logn).

3. Se considera ahora la cadena T'. Desde su vértice medio, se trazan los
angulos de visién a través de los dos huecos y se decide, localmente,
hacia qué lado de 7" aumenta el valor angular min(«, 3). La unimo-
dalidad de la funcién sobre T permite garantizar la correccién de la
direccién tomada. Por consiguiente, la mitad de los lados de T pueden
ser eliminados, junto con algunos de los lados de los obstaculos poli-
gonales. Cada iteracién tiene el coste O(logn) de calcular las cuatro
rectas de soporte a los obstdculos.

4. El algoritmo acaba cuando una de las cadenas se reduce a dos lados o
a uno, momento en el cual la solucién se encuentra, segiin lo dicho, en
tiempo O(log? n).

El coste de este algoritmo puede calcularse considerando, como antes,
que tiene una primera fase que debe ejecutarse una sola vez, formada por
los pasos 1 y 2, y otra fase, el paso 3, que debe ejecutarse repetidamente
hasta reducir una de las cadenas a la minima expresién. Al final, el paso
4 se ejecuta una unica vez. Los pasos 1 y 2 tienen coste O(logn + logm).
Cada ejecucién del paso 3 tiene coste O(logn), pero el nimero de lados
de T se reduce a la mitad, de manera que el coste total de esta fase es
O(log nlogm). Finalmente, el paso 4 se resuelve en tiempo O(log?n). En
conclusidn, el algoritmo propuesto tiene complejidad O(logn lognm). O

5.3.4 Problemas mixtos

Para acabar, estudiaremos el problema de la optimizacién de la visién si-
multdnea de un poligono y un hueco entre dos obstaculos poligonales.

Teorema 5.48 Sea P un poligono convezo de n lados, Q1 y Q2 dos poligo-
nos convexos de m lados en total, y t una recta, tales que P y conv(Q1 U
Q2) son disjuntos, y t no corta ni P ni conv(Q1 U Q32). El valor mdzimo
del angulo de wvision simultdnea con que un punto de t ve el poligono P
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y, a la vez, el hueco entre Q1 y Q2 se puede hallar en tiempo O(min(n +
m,nlog?m)).

Demostracion: Dos son los métodos que proponemos para resolver el pro-
blema. El primero es el siguiente:

1. Como ya es habitual, se empieza por determinar la porcién de ¢ des-
de la cual es posible ver simultdneamente el poligono P y el hueco
entre los obstaculos Q1 y Q2. Esto se hace calculando todas las tan-
gentes comunes necesarias entre los poligonos involucrados, en tiempo
O(log(n +m)), y cortdndolas con ¢ en tiempo O(1).

2. Prolongando los lados de P y los de Q1 y QQ2, se obtiene la particién
de ¢ en segmentos/semirrectas que se caracterizan porque desde cada
uno de ellos se ve tanto P como el hueco entre Q1 y Q2 como segmen-
tos constantes. La particién se obtiene en tiempo O(n + m), puesto
que los lados de los poligonos (que son convexos) cortan a la recta
ordenadamente.

3. Sobre cada uno de los n + m segmentos/semirrectas obtenidos, los
angulos « y  con que se ven P y el hueco entre Q1 y @2, respecti-
vamente, son funciones max-unimodales. El méximo sobre cada seg-
mento se halla en tiempo O(1).

4. En tiempo O(n 4+ m) se comparan los n +m candidatos para hallar el
méximo global.

El resultado es un algoritmo de complejidad O(n + m). El segundo método
propuesto es el siguiente:

1. Se empieza del mismo modo, determinando la porciéon de ¢ que ve
simultineamente P y el hueco entre Q1 y Q2 en tiempo O(log(n+m)).

2. Se prolongan sélo los lados de P, y se cortan con t. Esto produce
una particién de ¢ que se obtiene en tiempo O(n). En cada uno de
los segmentos obtenidos, tanto el angulo o con que se ve P como el
angulo 3 con que se ve a través del hueco entre ()1 y Q2 son funciones
max-unimodales.

3. Para cada uno de los segmentos/semirrectas de la particién de ¢, se
determina su 6ptimo del modo siguiente:

(a) Se considera, de Q1 y Q2, el poligono que tiene més lados (tendrd
al menos m/2). Se prolonga su lado medio y se corta con t en
tiempo O(1).

(b) Desde el punto de interseccién hallado, se calcula el angulo de
visién a través del hueco trazando la recta de soporte al otro
obstéculo en tiempo O(logm).
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(c) Se decide, localmente, hacia qué lado de ¢ mejora el valor de
min(«, 5) en tiempo O(1).

(d) Esto permite desechar la mitad de los lados del poligono de que
se partid, es decir, al menos m/4 lados.

(e) Cuando o bien @; o bien Q2 queda reducido a un tamano cons-
tante prefijado, el problema se resuelve en tiempo O(log? m).

El algoritmo, pues, tiene una fase inicial de coste O(n + log(n + m)). A
continuacién, y para cada uno de los n segmentos de la descomposicién de
t, se entra en un proceso que tiene coste O(logm) y se lleva a cabo O(logm)
veces. Este proceso acaba con un calculo final de coste O(log®m). El coste
total de este segundo método es, pues, O(nlog® m). O

Veamos qué cambios es necesario introducir cuando el punto de vista se
mueve en un poligono convexo.

Teorema 5.49 Sea P un poligono convezo de n lados, Q1 y Q2 dos poligo-
nos convexos de m lados en total, y T un poligono convexro de p lados, tales
que P y conv(Q1UQ2) son disjuntos, y T no corta ni a P ni a conv(Q1UQ3).
El valor maximo del dngulo de vision simultinea con que un punto de T ve
el poligono P y, a la vez, el hueco entre Q1 y Q2 se puede hallar en tiempo
O(min(n +m +p, (n+m)logp, (n+m) + (n+m)log 7, nlogmlogmp)).

Demostracion: Considérense los dos algoritmos propuestos en el Teorema
5.48. La tnica diferencia con el caso presente radica en la complejidad que
introduce el poligono T'.

En primer lugar, la detecciéon de la cadena de T desde la cual se ven
simultdneamente el poligono P y el hueco entre (1 y ()2 incrementa su
complejidad O(log(n + m)) en un factor O(logp), puesto que las rectas de
soporte se tienen que cortar con T'.

Por lo que se refiere al primero de los algoritmos, cada lado de P, Q1 y Q2
debe cortarse con T' y, como se ha hecho notar ya otras veces (Teoremas 2.15
y 5.44), eso puede hacerse en tiempo O (min(n+m+p, (n+m) logp, (n+m)+
(n+m)log F-)). A continuacién, hay que calcular el maximo, sobre cada
segmento de la descomposicién de T', en tiempo O(logp) (segin el Teorema
5.41) y comparar los a lo sumo n + m candidatos en tiempo O(n + m).
La complejidad de este primer algoritmo es, pues, O(min(n + m + p, (n +
m) logp, (n +m) + (n +m) log ).

En cuanto al segundo algoritmo, la descomposicién de 7" en las subcade-
nas que ven a P como un segmento fijo tiene coste O(min(n + p,nlogp,n +
nlog£)). Para cada subcadena (es decir, n veces), el proceso a realizar es
una bisqueda binaria (que depende de m). A cada paso de ésta, hay que

cortar con T la prolongacién de un lado de @ o Q2 (en tiempo O(log p)),
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trazar una tangente a Q)2 o Q1 (en tiempo O(logm)) y decidir localmen-
te la direccién a tomar (en tiempo O(1)). Una vez reducida una cadena a
tamano constante, el algoritmo finaliza en tiempo O(logm + log mp). La
complejidad de este segundo algoritmo es, pues, O(nlogm logmp). O

Obviamente, el Teorema anterior tiene un corolario inmediato para el
caso en que el poligono a visualizar es simple.

Corolario 5.50 Sea P un poligono simple de n lados, Q1 y Q2 dos poli-
gonos convexos de m lados en total, y T un poligono convezo de p lados,
tales que conv(P) y conv(Q1UQ2) son disjuntos, y T no corta ni a conv(P)
ni a conv(Q1 U Q2). El valor mdzimo del dngulo de visidn simultdnea con
que un punto de T wve el poligono P y, a la vez, el hueco entre Q1 y Q2
se puede hallar en tiempo O(min(n + m + p, (n + m)logp, (n +m) + (n +
m) log —£— nlogmlog mp)).

n+m?’

Demostracion: Se empieza por calcular la envolvente convexa de P, y a
continuacién se aplica el Teorema, 5.49. O

5.4 El problema tridimensional

La primera cuestién que se plantea al intentar extender al espacio tridimen-
sional el concepto de dngulo de apertura o de visién de objetos tridimensio-
nales es la de la definicién misma de dicho dngulo. Si en el plano el objetivo
consiste en localizar a lo largo de cierta trayectoria el punto desde el cual
se ve determinado objeto poligonal con tamano aparente maximo, o bien el
punto que barre un campo de visién maximo entre dos obstaculos poligo-
nales dados, en tres dimensiones los problemas que deseamos abordar son
del mismo tipo: desde cierto punto de vista, se trata de mirar un objeto
poliédrico de forma que su tamano aparente sea maximo, o bien de barrer, a
través de obstaculos tridimensionales, un campo de visiéon tan amplio como
sea posible. La cuestién es cémo precisar los conceptos de “tamano aparente
maximo”, “campo de visién amplio”, etc.

En el caso bidimensional, tanto los problemas de visién de objetos po-
ligonales como los de visién a través de obsticulos se acaban reduciendo al
problema bésico de la visién de segmentos. En el caso tridimensional, seria
posible hacer lo mismo. De hecho, en [98] se resuelven diversos problemas
de optimizacién del dngulo de visién de un segmento desde distintas tra-
yectorias en el espacio (planos, rectas, poligonos, poliedros). Tomando esta
medida como pieza bésica, se podria definir el dngulo tridimensional con
que es visto un conjunto C' de puntos del espacio (una nube de puntos, un
poliedro,...) por lo menos de dos formas distintas.

La primera corresponde a lo que intuitivamente podriamos llamar “ilu-
minacién por tubos fluorescentes”: dado un conjunto C' C E® y una recta
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r que no corte la envolvente convexa de C, el dngulo con que r ve C es el
que forman los dos semiplanos determinados por r tangentes a C' (Figura
5.36). Esta medida, por ser en realidad plana, probablemente sea de manejo

r

Figura 5.36: Una posible definicién del dngulo con que la recta r
ve el conjunto C.

relativamente facil. Podria adaptarse para definir el 4ngulo de visiéon de C
desde un punto v como el méximo de los dngulos con que las rectas por v ven
C. No es esta la definicién que hemos adoptado, pero no debe descartarse
su estudio futuro.

Otra posibilidad seria la de definir el 4&ngulo con que un conjunto C' es
visto desde un punto v exterior a su envolvente convexa como el maximo
de los dngulos (planos) con que v ve los segmentos definidos por pares de
puntos de C"

«a = max{cjvc; | c1,c3 € C}.

Esta medida parece muy directamente relacionada con la anterior, y tam-
bién resulta muy interesante y prometedora. En algunos casos, tal como se
mostrard en su momento, concide con la medida que finalmente se ha adop-
tado en este trabajo. Sin embargo, los casos en que esto no ocurre ponen de
manifiesto algunos de los problemas que presenta.

En realidad, y dejando a un lado la idea de definir la medida angular
tridimensional en términos del angulo (plano) de visién de segmentos, la
medida que primero viene a la mente a la hora de extender al espacio tri-
dimensional el concepto bidimensional de dngulo de apertura no es ninguna
de las dos anteriores, sino la del dngulo sélido [107]. El dngulo sélido con
que es visto un conjunto C' € E? desde un punto v exterior a conv(C) se
define como el area interceptada, sobre la esfera de centro v y radio 1, por
las semirrectas con origen en v que pasan por los puntos de C' (Figura 5.37).
Esta medida es, a primera vista, la més natural, pero en un segundo andlisis
presenta, varios inconvenientes. El primero es de orden préctico, y se refiere
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Figura 5.37: El angulo sélido definido por v y C es el drea som-
breada de la esfera unidad centrada en v.

a su dificultad de manipulacién. El segundo, y fundamental, es que no se
adapta bien a los problemas discretos ni proporciona un modelo realista de
las situaciones a que se desea aplicar. Vamos a ver con mas detalle cémo
se concretan estos inconvenientes. Del andlisis de estos problemas surgira la
medida angular que finalmente hemos adoptado.

La dificultad de manipulacién del dngulo sélido queda de manifiesto con
un ejemplo bésico. El caso més sencillo de estudiar en el plano es el de la
visién de un segmento desde un punto situado en uno de los dos semiplanos
abiertos definidos por la recta de soporte del segmento: dado un punto v y
un segmento s asi situados, el &ngulo con que v ve a s se calcula en tiempo
constante. No sélo eso, sino que el lugar geométrico de los puntos de cada
semiplano que ven el segmento s con angulo de visién a dado es una curva
bien conocida: el arco capaz de s de medida . Por analogia, un caso sencillo
de estudiar en el espacio seria el de la vision de un circulo desde un punto
de uno de los dos semiespacios abiertos definidos por el plano de soporte del
circulo. Sin embargo, dado un punto v y un circulo C' asi situados, el dngulo
sélido con que v ve C (Figura 5.38) se calcula en tiempo constante, pero de
forma harto mas dificultosa.

Figura 5.38: El dngulo sélido con que v ve el circulo C.

221



De hecho, el cono de vértice v y directriz 9C es, en general, propiamente
eliptico, y sélo es circular cuando v se encuentra sobre la recta perpendicular
a C que pasa por su centro (Figura 5.39). Por consiguiente, su interseccién

Figura 5.39: El angulo sélido con que v ve el circulo C' es el drea
de una regién de la esfera cuya frontera no es una curva plana.

con la esfera de centro v y radio 1 es una curva en general no plana, y el
area a calcular para determinar el dngulo sélido con que v ve C' no es la
de un casquete esférico. Es mds, el valor del dngulo sélido con que v ve C
no puede expresarse mediante las operaciones algebraicas y trigonométricas
bésicas, sino que acaba teniendo que aproximarse mediante algin método
de integracion numérica. Como muestra, véase el aspecto de la férmula que
determina el valor del dngulo sélido con que un punto v = (0,y,2) ve al
circulo C de ecuacién 22 +y?> =1,z = 0:

b a2 _({_h24b2 o
‘ 2 ra? 7 ds dt
angulo(v,C) = 4/\/h2+b2 /\/h+ ( b ) s
0 0 1— 52— ¢2
b
2432
= 4/” 7 G(t)dt,
0
donde
a = <\/y2—2y4+y6+z2+3y4z2+224+3y2z4+z6+
(y? =yt — 22 = 24222 = 24) /1 -2y + 4% + 22
\/1+2y+y2+z2)/y\/§,
b = (\/—1+2y2—y4—2z2—2y2z2—z4+
(1+y2—z2)\/1—2y+y2+z2\/1+2y+y2+z2)/y\/i,
h = <\/1—2y2+y4+2z2+zy2z2+z4+

(—1+92+z2)\/1—2y+y2+z2\/1+29+y2+z2)/y\/i
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G(t) = arctan K\/(l — 12+ y? — 2yt + 22 — 26222 — 22y222 — 224+

(1— 2 —#2y2 — 1222)\/1 — 2y + y2 + 22\/1 + 2y + y2 + 22—

J(1 = 2y2 + y* + 222 4+ 2222 + 24)

V(Y2 =2yt + 8 + 22 + 3y222 + 221 + 3y22t + 26+

(y2 — y* — 22 — 2y222 — 24)\/1 — 2y + 42 + 22
Vit + P +2)/) )

(20— = VO =P+ 7= PyT+ 27— 2027 - 20727 — P20+

(1—#2 —22y2 —1222)\/1 — 2y + y2 + 22\/1 + 2y + y2 + 22)

(y? — 2y* + yb + 22 + 3y*22 + 224 + 3y22% + 26+

(y? =yt — 22 = 24222 = 2) /1 - 2y +y? + 22

VIH2y+ 2+ 22) /(42 (1= 22 +y* +222 + 2222 + 1)) )|

Como puede imaginarse, mas complicado atin es calcular el lugar geomé-
trico de los puntos de un semiespacio desde los cuales se ve el circulo C' con
angulo « dado. Si bien la simetria de C permite garantizar que se trata de
una superficie de revolucién, su generatriz sélo se puede calcular de forma
aproximada. Unos cuantos cdlculos indican que su forma es la que se recoge
en la Figura 5.40.

Con ser el problema practico de su cdlculo un inconveniente para su uso,
no hemos descartado el &ngulo sélido como medida para nuestros problemas
por este motivo, sino principalmente porque no resuelve como quisiéramos
algunos de nuestros problemas. Supdngase, por ejemplo, que quiere medirse
el Angulo de apertura necesario para que una cidmara de fotografia situada en
determinada posicién del espacio capte una serie de puntos estratégicamente
situados. Formalmente, se trata de determinar el &ngulo minimo de visién
de una nube de puntos desde cierta posicién v. La definicién del dngulo
de visién como angulo sélido conlleva que, cualquiera que sea la posicién
de v, el dngulo valga cero, puesto que la proyeccion central desde v sobre
la esfera de un conjunto discreto de puntos es un conjunto de medida ce-
ro. Andlogamente, si quisiera medirse, como en [98], el dngulo de visién
de un segmento desde un punto dado, el resultado volveria a ser cero. Sin
embargo, en cualquier aplicacién realista, tanto en términos de visién como
en términos de iluminacién, cualquier persona coincidird en afirmar que el
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Figura 5.40: Comportamiento de la curva generatriz del lugar
geométrico de los puntos de un semiespacio que ven el circulo C
unidad del plano z = 0 con angulo sélido de visiéon constante.
Los tres ejemplos corresponden a tres valores distintos del angulo:
a<7m/2,a=7/2y a>n/2. Lacurva de trazo continuo es el
arco capaz correspondiente, mientras que la linea de puntos es la
curva generatriz en estudio.

angulo de apertura de un foco que pretenda iluminar determinadas posi-
ciones estratégicas de un escenario no puede ser cero, y que el dngulo de
apertura de la cdmara fotogrifica de un turista que quiera fotografiar la
Torre Eiffel no puede ser cero.

La circularidad de los objetivos de las cdmaras y focos luminosos habi-
tuales nos da una indicacién clara de cudl puede ser una medida razonable
del dngulo de visién. Esta es, finalmente, la definicién que hemos adoptado.

Definicién 5.51 Sea C un conjunto de puntos de E3, y v un punto que no
pertenezca a su envolvente convexa. El dngulo con que v ve C es el dngulo
de apertura del cono circular minimo, con vértice en v, que contiene a C
(Figura 5.41).

Figura 5.41: El dangulo con que v ve C.

Esta es la definicién que nos ha parecido razonable adoptar. Con ella
hemos comenzado a resolver algunos problemas de visién de objetos tri-
dimensionales. También se definird, en términos semejantes, el dngulo de
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visién a través de obstdculos, y se resolveran problemas asociados a dicha
definicion. Para ello el lector tendra que remitirse al punto 5.4.2.

5.4.1 Visién de objetos tridimensionales

Dado un conjunto C' de puntos de E?, y fijado un punto de vista v, la
primera pregunta que debe contestarse es: jcon qué dngulo ve v el conjunto
C? FEl calculo del valor del dngulo no es siempre sencillo, dependiendo de la
complejidad de C.

Teorema 5.52 Sea s un segmento, y v un punto de E> que no pertenece a
la recta de soporte de s. El angulo (tridimensional) con que v ve s coincide
con el dngulo plano, y puede calcularse en tiempo O(1).

Demostracion: El cono circular minimo, con vértice en v, que contiene a s
en su interior estd determinado por los dos extremos de s. Concretamen-
te, las semirrectas tangentes a s con origen en v son dos generatrices del
cono circular contenedor minimo, que se obtiene por rotacién de las dos
semirrectas sobre su bisectriz. Por consiguiente, si se considera el plano w
determinado por s y v, el dngulo plano con que v ve a s en 7 es el dngulo
de apertura del cono circular contenedor minimo. La medida bidimensional
y la medida tridimensional coinciden en este caso, y el cdlculo del 4ngulo se
puede llevar a cabo en tiempo O(1). O

De hecho, la coincidencia de las dos medidas se extiende del modo si-
guiente:

Teorema 5.53 Sea C un conjunto conero de puntos de E3, situado en
un plano m, y sea v un punto de E3 que no pertenece a conv(C) pero es
coplanario con C. El dngulo (en el sentido tridimensional) con que v ve C
coincide con el dngulo plano con que v ve C' en .

Demostracion: El cono circular minimo que contiene a C'y tiene vértice en
v tiene dos generatrices claras en 7, que son las semirrectas de soporte de
C con origen en v (Figura 5.42). O

Figura 5.42: El angulo tridimensional con que v ve aC coincide
con el dngulo plano con que v ve C' en 7.
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En conclusién, puede afirmarse que, desde el punto de vista de la gene-
ralizacién de los resultados bidimensionales, la medida que hemos adopta-
do para el dngulo de visién tridimensional se comporta de modo adecuado:
cuando el problema es, en realidad, plano, el &ngulo de visién 2D y el 4ngulo
de vision 3D coinciden. Notese, ademas, que esto no seria asi si hubiéramos
considerado el dngulo sélido como medida del 4ngulo tridimensional, puesto
que en todos los problemas planos el dngulo sélido vale cero. Como tltimo
comentario, diremos que en estos casos planos la otra medida angular pro-
puesta y no adoptada, la del tamano aparente maximo, definida por

a = max{cjvc; | ¢1,c € CY,

coincide con la del minimo cono circular contenedor, puesto que la apertura
de éste viene determinada por las dos rectas de soporte, esto es, por los dos
puntos de C a distancia aparente maxima. Esto no serd asi en general, como
inmediatamente veremos al estudiar problemas propiamente tridimensiona-
les.

Teorema 5.54 Sea C' una nube de n puntos, y v un punto exterior a
conv(C). El dngulo con que v ve C puede calcularse en tiempo O(n).

Demostracion: Sea S la esfera unidad con centro en v, y proyéctense los
puntos de C sobre S con centro de proyeccién en v. El resultado es un
nuevo conjunto de puntos C' C S.

Por la construccién de C' a partir de C, todo cono, con centro en v, que
contiene a C’, contiene también a C, y viceversa. Por consiguiente, el cono
circular minimo que contiene a C' coincide con el cono circular minimo que
contiene a C’. Es decir, el 4ngulo con que v ve C' coincide con el dngulo con
que ve C'.

Ahora bien, por estar los puntos de C’ sobre S, el cono circular minimo
que contiene a C' y tiene centro en v corta a S en el casquete esférico minimo
que contiene a C’. Hemos reducido, pues, el problema al del minimo circulo
contenedor de una nube de puntos sobre la esfera S. Este problema se
estudia en el Capitulo 4. Su solucién depende de si los puntos a cubrir se
encuentran todos en una misma semiesfera o no. Puesto que v es exterior a
la envolvente convexa de C, los puntos de C’ estan por fuerza contenidos en
un hemisferio de S y, aplicando el Teorema 4.9 sobre localizacién de servicios
en semiesferas, se halla su minimo circulo recubridor en tiempo O(n). O

Este resultado tiene consecuencias inmediatas que se recogen en los co-
rolarios siguientes:

Corolario 5.55 Sea C una poligonal o poligono de n vértices en E>, y v
un punto exterior a conv(C). El dngulo con que v ve C puede calcularse en
tiempo O(n).
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Demostracion: Por su convexidad, todo cono circular que contenga los
vértices de la poligonal o poligono C' contiene a C, y viceversa. Por con-
siguiente, al dngulo con que v ve C' coincide con el dngulo con que ve los
vértices de C, que puede hallarse en tiempo O(n). O

Corolario 5.56 Sea C' un poliedro de n vértices en E>, y v un punto ea-
terior a conv(C). El dangulo con que v ve C puede calcularse en tiempo

O(n).

Demostracion: El mismo argumento de convexidad reduce el problema al
del dngulo con que v ve el conjunto de los vértices de C. (|

Antes de proseguir, y aprovechando los resultados anteriores, permita-
senos hacer una ultima reflexién sobre la medida del dngulo de visién y su
relacion con la medida ya comentada del mayor angulo plano determinado
por puntos del objeto a visualizar. Cuando el punto de vista y el objeto se
encuentran en un mismo plano, hemos visto que nuestro dngulo tridimen-
sional de visién (dngulo de apertura del minimo cono circular contenedor) y
la medida del maximo dngulo plano aparente coinciden. Un ejemplo sencillo
mostrard que las dos medidas no coinciden en general.

Témese un tridngulo equildtero en el plano z = 0, y sea C el conjunto
formado por sus tres vértices, C' = {a, b, c}. Sitiese el punto de vista v sobre
la vertical del punto medio del segmento ab. La distancia médxima aparente
entre puntos de C' desde v es

a = max{cvc; | ¢1,c € C} — awb.

Sin embargo, el cono circular de vértice v y 4ngulo de apertura « no contiene
al punto c en su interior, segin se ilustra en la Figura 5.43.

Figura 5.43: La traza, sobre el plano z = 0, del cono circular de
vértice en v y angulo de apertura o = avb es un circulo que no
contiene al punto c.

Esto cierra la cuestién del dngulo de visién de objetos tridimensionales,
por lo que se refiere a su cdlculo. Antes de abordar la cuestién de su opti-
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mizacién a lo largo de diversas trayectorias, estudiaremos cémo calcular el
angulo de visién a través de obstaculos.

5.4.2 Vision a través de obstaculos tridimensionales

Empezaremos por considerar un obstdculo no propiamente tridimensional.
Imaginemos un observador que, desde el interior de una casa, mira a través
de una ventana y pretende abarcar en su campo de visién la mayor porcién
posible de paisaje exterior. La pared de la casa es el obsticulo a su visién,
mientras que la ventana, un poligono, es el marco a través del cual puede
mirar al exterior.

Definicion 5.57 Sea C' un poligono situado en un plano 7, y sea v un punto
perteneciente a uno de los semiespacios abiertos definidos por w. El dngulo
con que v ve a través de C' es el dngulo de apertura del mayor cono circular,
con vértice en v, que corta a w en puntos del interior o la frontera de C

(Figura 5.44).

n

Figura 5.44: El angulo con que v ve a través de C.

Con esta definicion, el cdlculo del dngulo de vision a través de un hueco
poligonal se rige por el siguiente

Teorema 5.58 Sea C un poligono convexo, situado en un plano w, y sea v
un punto perteneciente a uno de los dos semiespacios abiertos definidos por
m. El dngulo con que v ve a través de C puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Considérese una esfera S centrada en v. Para simplificar,
supondremos que el radio de S es suficientemente pequeno como para que
SN = (. Proyéctense, con centro en v, los lados del poligono C sobre
la esfera S. Se obtendra un poligono esférico que llamaremos C’. Por la
construccién de C’, todo cono circular, con vértice en v, que esté “contenido”
en C (en el sentido de la Definicién 5.57) estd contenido en C’, y viceversa.
Por consiguiente, el maximo cono circular con contenido en C' coincide con
el méximo cono circular contenido en C’.
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Pero este ultimo estd determinado por el maximo casquete esférico de S
contenido en C’. El Corolario 4.10, sobre localizacién de servicios con res-
tricciones, garantiza que el maximo circulo contenido en un poligono esférico
puede hallarse en tiempo O(n), incluso si los lados del poligono no vienen
dados en orden circular o incluso si el poligono esta definido por interseccion
de semiespacios circulares posiblemente redundantes.

Por consiguiente, el 4ngulo con que v ve a través de un poligono convexo
C de n lados se puede calcular en tiempo O(n). O

Con este elemento en mano, se puede abordar una versién propiamente
tridimensional del problema. Supéngase, por un momento, que el punto de
vista v se encuentra en el interior de la envolvente convexa de un conjunto
C de puntos de E3. Cabe entonces preguntarse cuél es el 4ngulo de visién
de v a través de los obstaculos representados por C.

Definicién 5.59 Sea C un conjunto de puntos de E>, y v un punto situado
en el interior de su envolvente convexa. El dngulo con que v ve a través de
C es el dngulo de apertura del mayor cono circular, con vértice en v, que no
contiene en su interior ningin punto de C' (Figura 5.45)

Figura 5.45: El angulo con que v ve a través de C.

Teorema 5.60 Sea C' una nube de puntos, y v un punto situado en el in-
terior de conv(C). El dngulo con que v ve a través de C' puede hallarse en
tiempo O(nlogn).

Demostracion: Mediante una proyeccion con centro en v, la nube de puntos
C se transforma en una nueva nube C’, de puntos situados sobre la esfera
unidad centrada en v. Por construccién, todo cono con centro en v que
no contenga ningtin punto de C' tampoco contiene ningtiin punto de C', y
vicecersa. Por consiguiente, el cono circular médximo que permite la visién
de v a través de C y el que le permite la visién a través de C' coinciden.
Pero este ultimo cono estd determinado por el mayor circulo sobre la
esfera que no contiene puntos de C’. Dicho circulo se puede computar a
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través del diagrama de Voronoi de C' sobre la esfera, en tiempo O(nlogn)
[26], siempre que los puntos de C' sean todos distintos.

Para comprobar si lo son (y eliminar, en su caso, los puntos repetidos)
el conjunto C' puede preprocesarse en tiempo O(nlogn) mediante una or-
denacidén lexicogréfica de las coordenadas cartesianas de sus puntos.

Por otro lado, el problema de hallar el mayor circulo vacio es equivalente
al de hallar el menor circulo recubridor, tal como se vio en el Capitulo 4, de
forma que el problema es de complejidad Q(n logn). O

Teorema 5.61 Sea C' el conjunto de las aristas de un poliedro convexo de
n caras, y v un punto situado en el interior de conv(C). El dngulo con que
v ve a través de C puede hallarse en tiempo O(n).

Demostracion: Aplicando el Teorema 5.58, es posible calcular el dngulo con
que v ve a através de cada cara de C en tiempo proporcional al niimero de
vértices de ésta. No hay méas que comparar los valores de todas las caras
para obtener el mayor de ellos. El coste de calcular todos estos valores es

Z O(complejidad de ¢) = O(n),

c cara de C

y su maximo se encuentra en tiempo O(n), de modo que la complejidad
total del algoritmo es lineal. O

5.4.3 Primeros problemas de optimizacion

En los apartados anteriores hemos resuelto el problema de calcular, para
un punto v dado, el dngulo con que v ve cierto objeto o a través de ciertos
obsticulos. Sin embargo, lo que resulta més interesante es calcular, dada
una trayectoria 7', qué punto o puntos de 71" optimizan el angulo de visién.
La complejidad de este problema es manifiestamente superior en el espacio
tridimensional que en el plano. Aqui ofrecemos unos primeros resultados al
respecto, pero el campo, como se verd, queda todavia abierto a un estudio
mas general.

Hemos empezado a abordar este problema de optimizacién del dngulo de
visién en tres dimensiones estudiando la visién a través de los obstéculos méas
simétricos imaginables: los circulos. Ademads, en cierto sentido los circulos
son, para el problema en tres dimensiones, lo que los segmentos son para el
problema plano, de ahi la naturalidad de empezar por ellos.

Dado un circulo C sobre un plano =, se trata de optimizar el 4&ngulo con
que un punto v € 7 ve a través de C, es decir, de maximizar el dngulo de
apertura del mayor cono circular, con vértice en v, cuya intersecciéon con w
es una regién totalmente contenida en C (Figura 5.46). Dados C y v, el
calculo de este angulo se rige por el siguiente
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Teorema 5.62 Sea C un circulo sobre un plano m, y sea v un punto que
no pertenece a w. El dngulo con que v ve a través de C' se puede calcular en
tiempo O(1).

Demostracion: Llamaremos v’ a la proyeccién ortogonal del punto de vista v
sobre el plano 7. El méximo cono circular con vértice en v, cuya interseccion
con 7 estd contenida en el circulo C, estd determinado por el didmetro de
C contenido en la recta que une el centro de C' con v'. O

Figura 5.46: El dngulo con que v ve a través del circulo C' estd
determinado por el didmetro de C' contenido en la recta que une
v’ con el centro de C.

Nétese que, en este caso, el &ngulo « con que v ve a través de C coincide
con la distancia minima aparente entre puntos diametralmente opuestos de

C. Sir es el radio de C,
a = min{éjvcy | c1,ca € C,d(cy,c2) = 2r},

puesto que los dos puntos de C' que desde v aparecen como mas cercanos
entre si son precisamente los extremos del didmetro antedicho.

De hecho, el lugar geométrico de los puntos del espacio que ven a través
del circulo con un mismo dngulo es también facilmente calculable.

Teorema 5.63 Sea C' un circulo sobre un plano . En cada uno de los
semiespacios abiertos definidos por m, el lugar geométrico de los puntos que
ven a través de C' con un mismo dngulo o € [0,7) es un casquete esférico
que se calcula en tiempo O(1).

Demostracion: En primer lugar, la simetria del circulo garantiza que, en
cada uno de los semiespacios, el lugar geométrico de los puntos que ven a
través de C' con un dngulo prefijado es una superficie de revolucién cuyo eje
es la recta que pasa por el centro de C' y es perpendicular a .

Para calcular su generatriz, considérese un plano 7/, perpendicular a ,
que pase por el centro de C. Todo punto de vista v € 7’ se proyecta orto-
gonalmente sobre 7 en un punto v’ que pertenece a la recta r, interseccion
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de m y «/. Dicha recta pasa por el centro de C. Sea cual sea el punto
v € 7', el cono circular maximo, con vértice en v, cuya interseccién con
estd contenida en C' estd determinado por el didmetro de C contenido en r,
que llamaremos d,..

En consecuencia, la traza sobre 7’ del lugar geométrico de los puntos
que ven a C con un mismo angulo « coincide con el lugar geométrico de los
puntos de 7' que ven al segmento d, con dngulo «, esto es: el arco capaz de
d, con medida « (Figura 5.47).

Figura 5.47: El lugar geométrico de los puntos de 7’ que ven a C
con angulo a dado es el arco capaz de medida a del didmetro d,..

Por consiguiente, en cada semiespacio, el lugar geométrico de los puntos
que ven a través de C' con angulo o dado es un casquete esférico cuya
interseccién con 7 es C' y cuyo radio es

r

radio = ——,
sin o

donde r es el radio de C. O

Con esta herramienta en mano, es posible ofrecer resultados diversos de
optimizacion del angulo de visién a través de un circulo.

Teorema 5.64 El valor del dngulo mdximo con que es posible ver a través
de un circulo C' desde una recta, segmento o semirrecta t, no contenida en el
mismo plano que C, asi como el(los) punto(s) en que dicho valor se alcanza,
se puede calcular en tiempo O(1).

Demostracion: Determinar el angulo méximo con que es posible ver desde
t a través de C consiste en hallar el casquete esférico de radio minimo que
corta a t. Dicho gréficamente, se trata de hallar el(los) primer(os) punto(s)
de tangencia de ¢ con dicho casquete, cuando el radio de éste aumenta desde
cero (Figura 5.48).
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Figura 5.48: El punto de la recta ¢ que maximiza el dngulo de
visién a través del circulo C'.

didmetro deC

Figura 5.49: El problema tridimensional se reduce a un problema
bidimensional en el plano determinado por el centro del circulo y
la recta t.

Ahora bien: si se considera el plano 7’ definido por t y el centro de C,
el problema se reduce al de la determinacién del arco capaz (del didmetro
correspondiente de C') de medida minima que corta a t (Figura 5.49).

Aplicando el Teorema 5.7, la cuestiéon se resuelve en tiempo O(1), tanto
si t es una recta como si es una semirrecta o un segmento. O

Corolario 5.65 El valor del dngulo mdzimo con que es posible ver a través
de un circulo C desde una poligonal T de n lados, no contenida en el plano
de C, asi como el(los) punto(s) en que dicho valor se alcanza, se puede
calcular en tiempo O(n).

Demostracion: Para cada segmento de la poligonal, se halla el valor maximo
del angulo de visién a través de C en tiempo O(1). De la comparacién de
los n valores obtenidos se extrae el éptimo buscado. O

Teorema 5.66 El valor del dngulo maximo con que es posible ver a través
de un circulo C desde un plano ©', asi como el(los) punto(s) en que dicho
valor se alcanza, se puede calcular en tiempo O(1).
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Demostracidon: Sea p el punto del plano 7’ en que se alcanza el éptimo, es
decir, el punto de tangencia de 7’ con cierto casquete esférico con base en
C. Obsérvese (Figura 5.50) que p se encuentra situado en un plano que,

Figura 5.50: El punto p € n' que maximiza el dngulo de visién a
través de C.

pasando por el centro de C, es perpendicular a la vez a 7 y a 7' (el plano
determinado por p, el centro de C' y el centro del casquete).

Por consiguiente, el problema de hallar el punto p se reduce a un proble-
ma bidimensional en el plano que pasa por el centro de C' y es perpendicular
tanto a m como a 7’. Sobre dicho plano, la traza de 7’ es una recta t', y la
traza de C es un didmetro d, tales que p se calcula como el punto de ¢ que
ve el segmento d con dngulo maximo (Figura 5.51).

traza der’

didmetro deC

Figura 5.51: El punto p € 7' que maximiza el dngulo de visién
a través de C' es el punto p € t' que maximiza el 4ngulo plano de
vision de d.

En resumen, el Teorema 5.7 vuelve a ser de aplicacion, y p se encuentra
en tiempo O(1). O

Teorema 5.67 El valor del dngulo mdximo con que es posible ver a través
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de un circulo C' desde un poliedro T de n vértices, contenido en uno de
los dos semiespacios abiertos definidos por el plano de C, asi como el(los)
punto(s) en que dicho valor se alcanza, se puede calcular en tiempo O(n).

Demostracion: Un algoritmo de fuerza bruta resuelve la cuestién. T'émese
una cara c del poliedro. El 6ptimo sobre el plano de ¢ se calcula en tiempo
O(1) aplicando el Teorema 5.66. Sea v dicho punto.

Si v pertenece a la cara ¢, la convexidad del poliedro permite asegurar
que v es, en realidad, el 6ptimo para el poliedro. Si v no pertenece a la cara
¢, el 6ptimo restringido a ¢ se encuentra sobre su frontera. Considérense
entonces los lados de ¢. Llamemos [ a uno de ellos. El 6ptimo sobre la recta
de [ se calcula en tiempo O(1) aplicando el Teorema 5.64. Llamémosle v.

Si v pertenece al lado [, la convexidad de la cara ¢ permite asegurar que
v es el Optimo para c. Si v no pertenece al lado [, el 6ptimo restringido a [
se encuentra en uno de sus extremos. Si esto ocurre para todos los lados de
¢, el 6ptimo sobre ¢ se encuentra en uno de sus vértices.

Una vez hallados los éptimos para todas las caras del poliedro, se com-
paran para detectar el éptimo global.

El coste total del algoritmo es

Z O(complejidad de ¢) = O(n).

c cara de T

0

No puede darse esta seccién por acabada sin antes hacer notar que no
se recogen en ella resultados de optimizacién de la visién de (y no sélo a
través de) objetos tridimensionales. 5.52. Podria pensarse que, por analogia

\

Figura 5.52: ;Podria el angulo con que v ve el circulo C estar
definido por el diametro d?

al caso de visién a través, la visién de circulos es especialmente sencilla de
abordar. De hecho, una primera reflexién quizds induciria a pensar que el
angulo con que es visto un circulo desde un punto v, es decir, el 4ngulo de
apertura del cono circular minimo que, con centro en v, contiene al circulo,
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estd determinado por el didmetro de éste ortogonal a la linea de visién (la
que une el centro del circulo con la proyeccién v’ de v), tal como se insintia en
la Figura 5.52. Sin embargo, esto no es asf: a pesar de ser & = max{évc; |
c1,c2 € C} el dngulo determinado por el didmetro en cuestién, el cono
circular con vértice en v y dngulo de apertura a no contiene el circulo C.
Para probarlo, comparense el circulo C' y la elipse E, interseccién del cono
con el plano 7 (Figura 5.53). Tanto C' como E pasan por los extremos del

Figura 5.53: La elipse E no puede contener el circulo C.

didmetro d. Para que E contuviera a C, E deberia tener su semieje menor
en d (de otro modo, en los extremos de d, las tangentes al circulo y las
tangentes a la elipse no coincidirian). Eso seria como decir que el centro de
E y el de C deberian coincidir, y eso es imposible justamente por provenir
FE de un cono circular cuyo eje pasa por el centro de C'. La Figura 5.54
muestra una seccién vertical del cono, que ilustra la situacién.

\

C
Figura 5.54: Puesto que el eje del cono pasa por el centro de C,
el centro de la elipse E no coincide con el del circulo C.

5.5 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo se han resuelto tres tipos distintos de problemas relaciona-
dos con la optimizacién del dngulo de visién. En los primeros, recogidos en
el punto 5.2, se consideran poligonos definidos por intersecciéon de semipla-
nos, ya sea como objetos de visién, ya sea como obsticulos a la misma, y
se optimiza el dngulo de visién frente a tales objetos, desde diversas trayec-
torias, incluyendo también el caso en que el punto de vista se sitia en un
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poligono del mismo tipo que los anteriores.

Resulta sorprendente la variedad de problemas de este tipo que pueden
resolverse con variantes de una misma técnica. Sin embargo, hay una cues-
tion que no hemos sabido resolver. Se refiere a la visién de poligonos. Sea
P un poligono convexo, y ¢ una recta exterior a P. Si P viene dado por
la lista ordenada de sus n vértices, el valor del 4ngulo maximo con que es
posible ver a P desde ¢ se halla en tiempo ©(n), tal como se demuestra en
[23, 65, 66]. Si P viene dado por interseccién de n semiplanos, el mismo
problema puede resolverse, claro estd, en tiempo O(nlogn). Pero jpuede
resolverse en tiempo O(n)? jo es de complejidad Q(nlogn)? Todo parece
indicar que puede tener complejidad ©(n logn) por dos motivos: el primero
es que el problema, en la versién en que P viene dado por la lista orde-
nada de sus vértices, no se resuelve por bisqueda binaria, sino que tiene
complejidad Q(n). El segundo es que el mismo problema, cuando ¢ es una
circunferencia que rodea a P y P viene dado por intersecciéon de semiplanos,
tiene complejidad ©(n logn), segin hemos podido probar. Sin embargo, atin
no estamos en condiciones de ofrecer una prueba cuando ¢ es una recta.

En el punto 5.3 hemos estudiado problemas de optimizacién de la vision
simultdnea de dos segmentos, poligonos y/o huecos poligonales en el plano.
Los resultados obtenidos son muy satisfactorios, desde el momento en que
ha sido posible resolver los problemas de visién simultidnea con algoritmos
de complejidad igual a los que resuelven los problemas andlogos de visién
simple. Sin embargo, las curvas bisectrices de las figuras 5.28 y 5.29 au-
guran muchas complicaciones para un posible intento de generalizacion del
problema para k segmentos, poligonos y/o huecos entre poligonos. A pesar
de ello, hemos empezado a obtener resultados que parecen indicar que serd
posible desarrollar algin algoritmo interesante para la optimizaciéon de la
vision simultdnea de los lados de un poligono convexo desde su exterior.

Para acabar diremos que consideramos los resultados del punto 5.4, so-
bre optimizacién del dngulo de visién tridimensional, como la muestra de
un estudio que no ha hecho mas que empezar. Dos son las lineas principales
que se perfilan en su continuacién. Por un lado, deben obtenerse nuevos re-
sultados de optimizacion del angulo de visién de y a través de otros objetos
propiamente tridimensionales, mas all4 de los circulos. Resuelto esto, serd
interesante profundizar en el uso de alguna de las otras medidas propuestas
para el dngulo de visién tridimensional, particularmente la que se refiere al
maximo adngulo plano, o distancia méxima aparente. KEsto permitird com-
parar los resultados obtenidos con uno y otro modelos.
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